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Equação de Estado
Infelizmente, espectroscopia não 

funciona para estrelas de nêutrons:
o espectro não tem linhas!

Para um gás ideal:

PV = nRT
P = P(ρ, T )

Simplificando (muito) mais:
P = P(ρ) = κρΓ

equação de estado politrópica

e na superfície:

R ⇡ 11, 7760 km,

M ⇡ 1, 2397 M�.

Exibimos nas figuras 7, 8 e 9 os resultados obtidos para o comportamento da pressão, densidade de energia
e massa no interior de uma estrela de nêutrons descrita pelos modelos de equações de estado abordados. Perce-
bemos que, na figura 7, para o modelo realista, a pressão decresce vagarosamente em comparação com modelo
não realista. De fato, ao adicionar parâmetros referentes à interações das partículas, temos pressões maiores,
como consequência da força nuclear forte entre os núcleons. Notamos que, na figura 8 para a mesma pressão no
centro, a densidade de energia possui um valor menor para o modelo realista. Isso implica que pressões maiores
podem ser atingidas com densidades menores. Percebemos também algumas diferenças no comportamento das
curvas. Para o modelo realista, em regiões próximas ao centro, temos um decrescimento vagaroso e em regiões
próximas à superfície, uma queda abrupta. No modelo realista, temos um decrescimento mais rápido e próximo
à superfície, uma queda suave. O comportamento da massa em função do raio, na figura 9, de certa forma,
possui uma correspondência com o comportamento observado para a pressão e a densidade. Uma vez que temos
uma pressão maior, a massa suportada é maior. A distribuição de massa ao longo do interior é semelhante
para ambos, porém, para o modelo realista, temos uma mudança abrupta na distribuição da massa em regiões
próximas à superfície, assim como observado para a densidade de energia.
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Figura 7: Variação da pressão em função do raio para uma equação de estado não realista (azul) e realista
(vermelho).

Figura 8: Variação da densidade de energia em função do raio para uma equação de estado não realista (azul)
e realista (vermelho).
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Figura 8: Variação da densidade de energia em função do raio para uma equação de estado não realista (azul)
e realista (vermelho).
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Figura 9: Variação da massa em função do raio para uma equação de estado não realista (azul) e realista
(vermelho).

4.3.3 Limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Como vimos, a estrutura de uma estrela de nêutrons pode ser determinada pela resolução das equações de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff acopladas a uma equação de estado adequada. Resolvemos as equações para duas
equações de estado distintas que, para as mesmas condições de contorno, mostraram diferentes comportamentos
para a pressão, densidade de energia e massa em seu interior. Embora tenhamos resolvido as equações para um
valor da pressão no centro, podemos, de modo análogo, utilizar um valor da densidade de massa de repouso no
centro como condição de contorno e, utilizando a equação de estado, encontrar a pressão correspondente. Ao
resolver as equações em termos de densidades iniciais e ao alterar o seu valor, podemos analisar a variação do
raio total e da massa total do modelo e como eles podem estar relacionados. Esse tipo de análise é feita pelo
diagrama M � R. Esse diagrama mostra a massa total em função do raio total de uma estrela para uma dada
equação de estado e como a sua variação ocorre em função do parâmetro inicial, nesse caso, a densidade ou a
pressão.

Para as duas equações de estado utilizadas, resolvemos as equações de estrutura 2000 vezes variando a
densidade no centro partindo de um mesmo valor inicial de ⇢c = 2, 5⇥ 1014 g cm�3 com iguais incrementos de
1⇥ 1013 g cm�3 após cada loop. Na figura 10, mostramos o diagrama para o modelo não realista.

Figura 10: Diagrama M � R para uma estrela de nêutrons não realista.

Podemos notar que o gráfico possui um ponto de máximo, isto é, uma massa máxima. Para esse modelo, os
valores para essa massa, o raio em que ela ocorre e os parâmetros correspondentes são mostrados a seguir:
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4.1.2 Equação de Estado Politrópica Definida Por Partes

Para equações de estado realistas, o índice politrópico n não pode ser considerado constante, principalmente
em densidades altas onde possíveis transições de fase podem ocorrer no interior estelar. Portanto, utilizamos
uma aproximação caracterizada por uma equação de estado politrópica definida por partes utilizada em [8].
Para cada intervalo definido por valores fixos da constante adiabática Ki, expoente politrópico �i e densidade
⇢i temos uma seção. A pressão em uma seção é definida por:

Pi(⇢) = Ki⇢
�i . (86)

Cada parâmetro fenomenológico das diferentes seções da equação de estado são definidos em [8] através de
restrições estabelecidas por observações astrofísicas. Utilizamos a seguinte relação para a densidade de energia
total:

✏(⇢) = (1 + ai)⇢+
Ki

�i � 1
⇢�i , (87)

ou

✏(⇢) = (1 + ai)⇢+ niPi, (88)

onde a constante ai é definida por:

ai =
✏(⇢i�1)

⇢i�1
� 1�

Ki

�i � 1
⇢�i�1
i�1 , (89)

e na primeira seção, tomamos aA = c2 � 1.

Mostramos na figura 2, em escala logarítmica, a relação entre valores para a pressão e densidade em uma
equação de estado politrópica simples, à esquerda, e uma equação de estado politrópica definida por partes, à
direita, na qual, embora não esteja tão evidente, podemos notar uma pequena mudança no coeficiente angular
ao longo da reta, isto é, no expoente politrópico, pela troca de cor. As equações de estado representadas por
esses gráficos constituem os modelos que aplicaremos para a obtenção da estrutura de estrelas de nêutrons,
como mostraremos na seção 4.3.2.
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Figura 2: Relação entre pressão e densidade para um politropo simples (esquerda) e composto (direita).

4.2 Estrelas Newtonianas

Para o estudo da estrutura de estrelas newtonianas, utilizamos a equação de continuidade da massa, a
equação de equilíbrio hidrostático e uma equação de estado apropriada. Para recapitular:

dM

dr
(r) = 4⇡r2⇢(r), (90)

dP

dr
(r) = �

GM(r)⇢(r)

r2
, (91)

P (⇢) = K⇢�. (92)

onde aproximaremos ⇢ pela densidade de massa de repouso, pois estamos tratando de um caso não relativístico
[7].
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equação de estado realista
perfis radiais de  

dentro da estrela
p(r), ρ(r), M(r)

densidade 
nuclear: 

2 × 1035erg/cm3
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We saw that, for Newtonian polytropes with � > 4/3,
M increases with ⇢c, and there is no maximum mass. How-
ever, it is straightforward to verify that M/R / ⇢��1

c
, so

this ratio increases with ⇢c, meaning that at some, large
enough central density, the condition R > RS(M) will
no longer be satisfied. Applying this to the polytrope for
non-relativistic neutrons, eq. (45), we obtain the following
upper bound for the maximum mass:

MS ⇠ 3⇡1/2

27/4
m3

P

m2
N

⇠ 3M�, (48)

nearly identical to eq. (46), except for the constant multi-
plying factor (which is not accurate in either case). This
agreement is not accidental: In both cases we used the
condition of hydrostatic equilibrium for non-interacting,
degenerate neutrons (contained in eq. [45]). In order to
obtain eq. (46), we combined it with the requirement of
vFn ! c (relativistic random motions of the neutrons),
whereas for eq. (48) we combined it with R = RS (equiv-
alent to vesc ! c). Thus, the virial theorem, which relates
vFe with vesc (and is contained in eq. [45]) actually forces
the same result. This strongly suggests that, in GR, there
will be a maximum mass similar to the one we already es-
timated, but which applies regardless of an eventual soft-
ening of the EOS.

6.4 “Tolman-Oppenheimer-Volko↵” (TOV) equations

In order to confirm this, we consider the stellar structure
equations in GR, the so-called TOV equations, derived
from the Einstein field equations (e. g., [26,25]):

dP

dr
= �Gm"

c2r2

✓
1 +

P

"

◆✓
1 +

4⇡r3P

mc2

◆✓
1� 2Gm

c2r

◆�1

,

dm

dr
= 4⇡

"

c2
r2. (49)

Comparing to their Newtonian counterpart (eq. [31]), we
see that the mass density ⇢ has been replaced by the
energy density " (divided by c2), which, in addition to
the rest mass, includes the energies corresponding to ran-
dom motions and (non-gravitational) inter-particle inter-
actions. In addition, there are three correction terms in the
first equation. The Newtonian form is recovered when the
energy density is dominated by the rest mass (" ⇡ ⇢c2,
thus P ⌧ " ⇠ mc2/r3) and the escape speed is much
smaller than the speed of light (2Gm/r  2GM/R ⌧
c2)6. However, the general-relativistic corrections can be
very important for NSs near their maximum mass, and
all of them act in the direction of increasing the e↵ective
gravity (right-hand side of the first equation) with respect
to the Newtonian case, thus decreasing the radius at a
given mass, and decreasing the maximum mass the stars
can reach. In particular, the potentially divergent term

6 All these corrections are ⇠ (vesc/c)
2, thus ⇠ 4 ⇥ 10�4 for

a WD, and even smaller for “normal” stars.

Fig. 1. Mass-radius relation for a polytropic EOS in Newto-
nian gravity and GR. The solid curves show the mass-radius
relation for the polytropic EOS with � = 5/3 corresponding to
non-relativistic, non-interacting neutrons (arbitrarily applied
even in the density range where neutrons become relativistic),
calculated with the stellar structure equations in Newtonian
theory (eq. [31]; thin line) and GR (eq. [49], thick line). For ref-
erence, the dashed line relates each mass to its Schwarzschild
radius (eq. [47]). The Newtonian relation crosses the latter at
M = 3.39M�, R = 10.04[km], whereas the GR relation has a
maximum at M = 0.96, R = 8.03[km].

1� 2Gm/(c2r) will not allow the radius of the star to be-
come as small as the Schwarzschild radius, whereas the
correction terms involving P imply that the pressure has
a “weight” that increases the e↵ective gravity, so at large
P the pressure gradient can no longer prevent the collapse
[16].

Fig. 1 shows that, while the stellar radius is much
larger than the Schwarzschild radius, the GR mass-radius
relation follows the power law obtained from the Newto-
nian analysis. However, while nothing prevents the New-
tonian relation from crossing the Schwarzschild radius at a
certain value of the mass (estimated in eq. [48]), the GR re-
lation curves down before reaching it, setting a maximum
mass that is lower than the previous estimate. Although
the plot represents a particular polytrope, namely that of
non-interacting, non-relativistic neutrons, the same qual-
itative behavior is observed for all polytropes with 4/3 <
� < +1.

6.5 Strong interactions

Since NSs have densities around and exceeding that of
atomic nuclei, strong interactions will be important. A rig-
orous, precise description of strong interactions is still not
possible and certainly far beyond the scope of this paper.
However, it is clear that the interaction between nucle-
ons is attractive at long range, being able to hold nuclei
together, and becomes increasingly repulsive at shorter
range, as first suggested by Zel’dovich [28]. Thus, beyond
a certain neutron density n ⇠ �̄�3

⇡
(see eq. [8]), matter will

become harder to compress than in the non-interacting

Se a densidade central aumentar,
a massa total aumenta, certo? 

Errado!

dP
dr

= −
G
r2 [ρ(r) +

P(r)
c2 ] [m(r) +

4πr3P(r)
c2 ] [1 −

2Gm(r)
rc2 ]

−1

Equação de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

(é a versão relativística da equação Newtoniana 
de equilíbrio hidrostático: faça c → ∞)

eq. hidrostático

eq. TOV

buraco 
negro

Buracos negros são grandes?
Raio de Schwarzschild:

A massa da Terra é     
Se a Terra virasse um buraco 
negro, qual seria o seu raio?

∼ 6 × 1024 kg

Enquete:

R = 2GM/c2

cada ponto é uma estrela

Figure 3: Neutron star (NS) mass-radius diagram. The plot shows non-
rotating mass versus physical radius for several typical NS equations of state
(EOS)[25]. The horizontal bands show the observational constraint from our
J1614−2230 mass measurement of 1.97±0.04 M⊙, similar measurements for
two other millsecond pulsars[3, 26], and the range of observed masses for
double NS binaries[2]. Any EOS line that does not intersect the J1614−2230
band is ruled out by this measurement. In particular, most EOS curves in-
volving exotic matter, such as kaon condensates or hyperons, tend to predict
maximum NS masses well below 2.0 M⊙, and are therefore ruled out.
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Cada modelo de 
equação de estado 
prevê uma curva 

diferente. 
Quais são os 

modelos viáveis?



Perguntas?

Vamos ver as perguntas mais 
votadas no slido sobre os temas 
vistos até agora. Perguntas mais 

gerais serão respondidas no final!

Figure 3: Neutron star (NS) mass-radius diagram. The plot shows non-
rotating mass versus physical radius for several typical NS equations of state
(EOS)[25]. The horizontal bands show the observational constraint from our
J1614−2230 mass measurement of 1.97±0.04 M⊙, similar measurements for
two other millsecond pulsars[3, 26], and the range of observed masses for
double NS binaries[2]. Any EOS line that does not intersect the J1614−2230
band is ruled out by this measurement. In particular, most EOS curves in-
volving exotic matter, such as kaon condensates or hyperons, tend to predict
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Como medir a massa de uma estrela 
de nêutrons (em um sistema binário)

Efeito Doppler

a = a1 + a2
m1a1 − m2a2 = 0

Se conseguimos medir:
 - período do binário

 (Doppler)
P

v1 =
2π
P

a1sen i

Usando a 3ª lei de Kepler:

podemos escrever

P2

a3
=

4π2

G(m1 + m2)

f1(m1, m2, i) ≡
m3

2sen3i
(m1 + m2)2

=
Pv1

2πG

q = m1/m2

Se conseguirmos medir 
 e , podemos encontrarf1 f2

m1 =
f1q(1 + q2)

sen3i



Qual é a idade de um pulsar?
O campo magnético freia a rotação de um pulsar  

Podemos medir:  - período
 - taxa de variação do período

dE
dt

∝ − B2

P
·P =

dP
dt

campo magnético da Terra 
campo magnético do Sol 

∼ 0.5 G
∼ 10 G

Assim podemos calcular

a idade do pulsar

t =
1
2

P
·P

,

magnetares podem ter
B ∼ 1015 G



Perguntas?

Vamos ver as perguntas mais 
votadas no slido sobre os temas 
vistos até agora. Perguntas mais 

gerais serão respondidas no final!



Discussão em grupos

Como medir o raio de uma estrela de nêutrons?

Instruções para a discussão:

1 os alunos vão em grupos de 5 para as salas de discussão

2 cada grupo escolhe um representante

3 a discussão será finalizada em 10 min

4 o representante escreve a resposta do grupo na planilha 
(280 caracteres) 


