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Péndulo Simples, solto a 10° de inclinagao Péndulo Duplo, um exemplo de sistema caético



Contexto Historico dos Modelos de Queda Livre

e Aristoteles (384 a.c. - 822 a.c.):
O tempo de queda depende da natureza material do corpo, € os materiais tendem a
aproximar-se de seus iguais. Ex: fogo sobe para o Sol.

o Galileu (1564 - 1642):
O tempo de queda independe da massa (ou natureza) P~

do corpo, ao analisar o sistema sem resisténcia do ar.

A cada intervalo de tempo, a distancia percorrida por i

intervalo aumenta. -

Logo, o movimento possui uma aceleracdo e ha uma

proporcionalidade entre a distancia e o quadrado do pect o

tempo. 4 @ e - -
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Contexto Historico dos Modelos de Queda Livre

e Isaac Newton (1643 - 1727):
Desenvolveu a teoria de Galileu, utilizando sua 2* Lei ¢ sua Lei da Gravitacao Universal,
foi capaz de matematizar a aceleracdo descrita pelo antecessor, formulando a aceleragdo
da gravidade, que rege a estabilidade dos astros no universo.

F;'e s — Mma g = aceleracdo da gravidade
> . ﬂ G = constante gravitacional
GMm g:= d? M = massa do corpo
g = dz d = distancia até o centro de massa

e Albert Einstein (1879 - 1955):
Por meio da Relatividade Geral, reformulou o conceito
de gravidade como uma curvatura no espago-tempo,
solucionando falhas no modelo newtoniano.
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Contexto Historico dos Modelos de Queda Livre

Mas, por que estudar os modelos historicos de queda livre?

Ha diversos modelos base se analisar um experimento, estudamos alguns para definirmos qual
utilizariamos em nosso projeto. A queda livre serviu como parametro comum de analise para que
se polisse 0 movimento uniformemente acelerado ao longo do tempo, tal qual ¢ a base utilizada
para o estudo e as equacoes de péndulos, justificando, assim, o estudo de suas formulagdes.

Com a evolucao das descobertas, os modelos
de analise vao ficando cada vez mais
completos e mais especificos, porém,
simultaneamente, mais complexos.

e Modelo escolhido: newtoniano.

e Justificativa: completo suficiente
para nosso trabalho e menos
complicado do que o de Einstein.



Sistemas nao caoticos

=> Sabendo aproximadamente o presente podemos prever aproximadamente o futuro

=> Exemplo: Péndulo Simples




Modelo de Newton para o Péndulo Simples

Sera usado o modelo de Newton para
prever matematicamente 0 movimento
de um péndulo simples.

ﬁres — mﬁ

Serdo desprezadas eventuais perdas
energéticas, € o fio sera considerado
ideal (inextensivel e com massa
desprezivel)

Variaveis importantes: L (comprimento do fio), 6 (dngulo
inicial), o (velocidade angular inicial), g (aceleragdo de
gravidade)




Montando as equacodes de posicao:

v (t) = Csin(0(t))

y(t) = —Lcos(0(t)) P
Derivando duas vezes: /\y;c;f”
az () = v, (t)=—Csin(0 (1) [0 (t))]° +Lcos (0 (1) 0" (1) ~T& 00 s
a, () = vl (t)="Lcos(0(t) [0 ()]° + Lsin (8 (t)) 0" (1) ’ P,
Com algebrismo, acabamos com a seguinte - Pt

equacao diferencial:
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0" (t) = —% sin (6 ())



Essa equacao diferencial ¢ muito complicada para ser resolvida analiticamente.
Usaremos de duas ferramentas diferentes:

fimport numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Caso 1: Faremos uma aproximagao
para pequenos angulos (até 10°), tal
que:

sin (6 () ~ 0 (t).

Inn

O que implica: (para , = \/% ) e

0" (t) = —wio (t)

Caso 2: Usaremos o python para
resolver a equacao sem aproximar, €
assim plotar o grafico para esse
modelo teodrico;

Iremos comparar esses dois
modelos com o experimental.




Modelo Experimental

=> Foi usado o programa Tracker para coletar dados de um experimento real
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Na imagem, esta sendo rastreado o péndulo solto a 60° graus de inclinagao.



Caso 1

=> Foram usados dois experimentos de péndulos solto a 10° (em que a aproximacao ¢ valida)

=> Observacoes:

anqulo (graus)
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angulo (graus)

Comparagdao com o modelo
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# CondicOes 1niciais
t0 = 4.1

theta
omega

-10.8/180*np.p1
0.0

0.585
9.8
wl = np.sqrt(g/1)

# Parametros do sistema
1=

g:

N = 60000

delta = 6.0001

tempos_teor = []
angulos_teor = []

for 1 in range(N):
t = 1*delta + 10

omega_velho = omega

omega = omega - delta*w@**2¥theta
theta = theta + delta*omega_velho

tempos_teor.append(t)
angulos_teor.append(theta)
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Caso 2

Sem usar a aproximagado anterior, comparamos com os dados do modelo experimental
(no caso, um péndulo solto a 60°).

Observacgoes
1.0 - # CondicOes 1nicials
t0 = 3.37 - 0.15
theta = -60.0/180%np.pl
omega = 0.0
# Parametros do sistema
0.5 1 1= 0.61
- g=29.8
§ wd = np.sqrt(g/1)
% --~ teorico N = 100000
g 0.0 - —— experimento delta = 0.0001
% —— experimento tempos_teor = []
3 angulos_teor = []
c d 2
for 1 in range(N):
—0.5 A t = 1*delta + 10
omega_velho = omega
omega = omega - delta*wO**2*np.sin(theta)
theta = theta + delta*omega_velho
=~ - tempos_teor.append(t)

angulos_teor.append(theta)

tempo (s)



Angulg (rad)

Comparacao entre os dois modelos tedricos

Pequenos angulos Grandes angulos

Angulo-(rad)

~

Tempo (s) Tempo (s)



Sistemas Caoticos

=> Um sistema caodtico ¢ extremamente sensivel as condi¢des iniciais
-> Sabendo aproximadamente o presente, NAO podemos prever aproximadamente o futuro
=> Exemplos: Metereologia (Fluidos, em regime de turbuléncia) e Péndulo Duplo




Péndulo Duplo

Comparacao entre trés experimentos com péndulo
duplo
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dt

dt
dz
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Atrator de Lorenz

O parametro ¢ é denominado numero de Prandtl,
ja p € usualmente chamado de numero de Rayleigh.
Para valores de piguais a 28, o sistema apresenta um

comportamento cadtico.



Lorenz Atrator
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B = 2.667
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Lorenz Atrator

Lorenz Atrator



Mapa Logistico/Populacional

Tpi1 =TTy (1 — )
Como essa equacao de recorréncia pode representar uma dinamica
populacional?

r - taxa de crescimento vegetativo

O que acontece ao variar r?



Expoente de Lyapunov

=> Uma forma de medir o quao rapido os sistemas caoticos divergem.
=> Para um sistema caotico temos:

Az(t) = Azge™

r = 3.7954, diferenga entre dois sistemas com condigdes iniciais muito parecidas
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mapa logistico (diagrama de bifurcacao)
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Consideracoes Finais

ORDEM VS CAOS
“Sabendo aproximadamente o “Sabendo aproximadamente o
presente podemos prever presente nao podemos prever
aproximadamente o futuro” aproximadamente o futuro”

e Resultados de experimentos com condic¢des iniciais semelhantes



Duvidas?

mapa logistico (diagrama de bifurcagao)
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