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Resumo

Sobre a Escola de Verdo do ICTP-SAIFR

Durante a escola fomos tutorados pelo professor Danilo Ferreira, que nos ministrou
aulas acerca da mecanica quintica moderna de forma simples e didatica, sem perder
profundidade. Aqui solucionamos um problema que nos foi apresentado visando colocar
em pratica de forma desafiadora os conhecimentos obtidos em aula.
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Experimento da Dupla Fenda e suas implicacées

I

Fenda 1 apenas Fenda 2 apenas Ambas as fendas

Figura: visualizando o experimento.
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Definicao

S3o ferramentas matematicas muito utilizadas na mecénica quantica que representam
algum estado em particular do sistema. O fisico tedrico Paul Dirac nos introduziu a
notacdo bra-ket via vetores de estado, representados da maneira a seguir.
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Principio da Superposicio

Dado dois estados admissiveis de um sistema quéntico, entdo a soma desses dois
estados também é um estado admissivel do sistema.

5/17



Precursores
ooe

Principais postulados da Mecanica Quantica

Principio da Superposicio

Dado dois estados admissiveis de um sistema quéntico, entdo a soma desses dois
estados também é um estado admissivel do sistema.

Observaveis

Toda grandeza fisica mensuravel (observavel) QQ é descrita por um operador
auto-adjunto ) agindo no espaco de Hilbert.
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Principio da Superposicio
Dado dois estados admissiveis de um sistema quéntico, entdo a soma desses dois
estados também é um estado admissivel do sistema.

Observaveis

Toda grandeza fisica mensuravel (observavel) QQ é descrita por um operador
auto-adjunto ) agindo no espaco de Hilbert.

Equacio de Schrdodinger

Hyp) = E|w)
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Enunciado do problema

O operador Hamiltoniano para um sistema de dois estados é dado por

H = a(|1)(1] — [2)(2] + 1) (2] + [2)1])
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O Problema
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Enunciado do problema

O operador Hamiltoniano para um sistema de dois estados é dado por
H = a(1){1] = [2)(2] + [1)(2] + [2)(1])

onde a & um namero com dimensdes de energia. Ache os autovalores e os
correspondentes autovetores de energia (como combinacdes lineares de |1) e |2)).
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O operador Hamiltoniano para um sistema de dois estados é dado por
H = a(1){1] = [2)(2] + [1)(2] + [2)(1])

onde a & um namero com dimensdes de energia. Ache os autovalores e os
correspondentes autovetores de energia (como combinacdes lineares de |1) e |2)).

Adote:
=)= ()
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Equacio caracteristica da Algebra Linear

Para encontrar os autovalores e os respectivos autovetores de H, precisamos resolver a
equacdo de Schrédinger independente do tempo, isto é:

Hp) = E|y) (1)
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Equacio caracteristica da Algebra Linear

Para encontrar os autovalores e os respectivos autovetores de H, precisamos resolver a
equacdo de Schrédinger independente do tempo, isto é:

Hp) = E|y) (1)

onde H é o operador Hamiltoniano, E representa os seus autovalores e |¢) seus
autovetores. Visando resolver essa equacdo, calcularemos primeiro o operador H.
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Determinando o operador Hamiltoniano

Dado que H = a(|1)(1] — |2)(2| + [1)(2] 4 |2)(1]) e adotando as matrizes supracitadas
para os vetores base |1) e |2), calculamos H através da seguinte operacdo matricial:

o[-0 -0 9+() 0 0+) 0 )
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Determinando o operador Hamiltoniano

Dado que H = a(|1)(1] — |2)(2| + [1)(2] 4 |2)(1]) e adotando as matrizes supracitadas
para os vetores base |1) e |2), calculamos H através da seguinte operacdo matricial:

ﬁ—a[(é)-(l 0)—(?)-(0 1)+<(1)>.(0 1)+<(1)>-(1 o)]
H:<Z _“a) 2)
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Determinando o operador Hamiltoniano

Dado que H = a(|1)(1] — |2)(2| + [1)(2] 4 |2)(1]) e adotando as matrizes supracitadas
para os vetores base |1) e |2), calculamos H através da seguinte operacdo matricial:

ﬁ—a[(é)-(l 0)—(?)-(0 1)+<(1)>.(0 1)+<(1)>-(1 o)]
H:<Z _“a) 2)

Uma vez determinado quem é H, podemos subtrair E|v) dos dois lados da equagdo
(1), a fim de soluciona-la.
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Encontrando os autovalores de H

Colocando [1)) em evidéncia, temos:

(H—E-Dy)=0) (3)

onde I é a matriz identidade da mesma ordem que H, ou seja, 2x2.
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Colocando [1)) em evidéncia, temos:

(H - E-Dy) = 0) (3)
onde I é a matriz identidade da mesma ordem que H, ou seja, 2x2.
Notoriamente, E - I é dado por:
E 0
(6 &) (@
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Encontrando os autovalores de H

Colocando [1)) em evidéncia, temos:

(H—E-Dy)=0) (3)

onde I é a matriz identidade da mesma ordem que H, ou seja, 2x2.

Notoriamente, F - I é dado por:
E 0
(6 &) (@
Visando obter o polinémio caracteristico (cujas raizes sdo os autovalores de H),
igualamos det(H — E - I) a zero:

a—F a
a —a—F

‘:(aE)(a+E)a2=O.'.E=iG\/§ ()
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Encontrando os autovalores de H

Colocando [1)) em evidéncia, temos:

(H - E-Dy) = 0) (3)
onde I & a matriz identidade da mesma ordem que H, ou seja, 2x2.
Notoriamente, E - I é dado por:
E 0
(6 &) (@

Visando obter o polinémio caracteristico (cujas raizes sdo os autovalores de H),
igualamos det(H — E - I) a zero:

a—F a
a —a—F

Portanto, os dois autovalores de £ s3o av2 e —av/2.

‘:(aE)(a+E)a2=O.'.E=iG\/§ ()
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Encontrando os autovetores de H

Cada autovalor se relaciona com um autovetor respectivo. Como H age em ambos os
vetores de estado (kets), eles precisam ser necessariamente da seguinte forma:

o= (52) 1w = (1) )
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Usando as equacdes em (6), os autovalores em (5) e a equacdo caracteristica em (1),
podemos calcular os autovetores.
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Encontrando os autovetores de H

Cada autovalor se relaciona com um autovetor respectivo. Como H age em ambos os
vetores de estado (kets), eles precisam ser necessariamente da seguinte forma:

o= (52) 1w = (1) )

Usando as equacdes em (6), os autovalores em (5) e a equacdo caracteristica em (1),
podemos calcular os autovetores.

Definindo que o autovetor |¢1) relaciona-se com o autovalor E1 = a+/2, temos:
- a
Hlyr) = Erlth) = (a ) <(£;> = av2 <¢1>
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Encontrando os autovetores de H

Resolvendo o produto matricial e igualando as matrizes termo a termo, obtemos o
seguinte sistema linear:

— Go=¢1-(V2—1)

a1 + aps = ap1V/2
agr — aps = agaV/2
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Encontrando os autovetores de H

Resolvendo o produto matricial e igualando as matrizes termo a termo, obtemos o
seguinte sistema linear:

s —avpys T P20 (VE-D)

Isso significa que existem infinitas representacdes do ket |1/1) que satisfazem essa
equacdo caracteristica, do tipo:

{a¢1 + ape = ap1V/2

_ ?1
1) = <¢1(\/§—1)) Vg1 € C
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Encontrando os autovetores de H

Analogamente,

H|ho) = Ealihg) = (Z _aa> G;) = —av2 Gl)
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Encontrando os autovetores de H

Analogamente,

lvs) = Baiz) — (.
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N =
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> >
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S~

Mais uma vez, resolvendo o produto matricial e igualando os termos, temos:

al + aly = —a)\l\/§
— A =-M(V2+1
{a)\l —ady = —adaV/2 2 1 )
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Mais uma vez, resolvendo o produto matricial e igualando os termos, temos:

al + aly = —a)\l\/§
— A =-M(V2+1
{a)\l —ady = —adaV/2 2 1 )

Dessa forma, temos que

|th2) = <_A1(\A/1§+ 1)) VA1 € C.
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Encontrando os autovetores de H

Escrevendo os autovetores como uma combinacdo linear dos vetores de base |1) e |2),
temos:

1) = ¢1]1) + (V2 — 1)$1]2)
[2) = A1) + (V2 + 1) [2)
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Finalizacdo

Precisamos, agora, determinar as dependéncias ¢ e A1 dos referidos autovetores. Para
isso, aplicaremos a condicdo de normalizacdo da mecénica quantica, i.e.:

¥ = (¥ly) =1
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Finalizacdo

Precisamos, agora, determinar as dependéncias ¢ e A1 dos referidos autovetores. Para
isso, aplicaremos a condicdo de normalizacdo da mecénica quantica, i.e.:

¥ = (¥ly) =1

Correspondéncia dual (bra-ket)

Sabendo que (¢|t)) nada mais & do que o produto interno do ket [¢)) com seu
correspondente dual, o bra (¢/|, determinamos quem s3o os correspondentes dos
autovetores |1) e |12) para entdo aplicarmos a condicdo de normalizagdo para cada.
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Finalizacdo

Utilizando a propriedade de que o correspondente dual de aly)) é (¢]|a*, temos:

1) = ¢1]1) + (V2 — 1) [2) <= (¢1] = (1]¢] + (2|97 (V2 - 1)
[2) = A1) + (V2 4+ DA1[2) <= (o] = (1A} + (2IA](V2+ 1)
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Finalizacdo

Utilizando a propriedade de que o correspondente dual de aly)) é (¢]|a*, temos:
1) = ¢111) + (V2 = 1)$1(2) <= (¥n| = (1|67 + (2[67(V2 - 1)
[¥2) = A1) + (V2+ DA [2) = (o] = (LA + (2IA] (V2 + 1)

Calculando o produto interno para o primeiro autovetor, conseguimos:

(Wilyr) = (L] + 2167 (V2 = 1))(1]1) + (V2 — 1)¢n[2)) = 1

1

=12+ | )P(V2-1)2 =1 .¢1 = O
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Finalizacdo

Analogamente para o segundo autovetor, temos:

(Palha) = (1A + RIAT(V2+ D)(A1) + (V2+ 1A [2) = 1
_ 2 2 2 4 .y, _ 1
= MP+PV2+HD)E =100 = 22 Vo)
Por fim, os autovalores de H sio E = {av/2, —a\/2} e os autovetores sdo
1) + (V2 —1)[2
2(2 — V/2)
1)+ (V2 +1)[2)
2(2 +v2)

|ih1) = ><:>E:a\@

|th2) = = E=—-aV2
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Finalizacdo

Percebemos que os Gnicos resultados possiveis para a medicdo da energia do sistema
sdo os autovalores encontrados, e os estados admissiveis para o sistema sdo os
associados autovetores.
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