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Resumo
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., G Onsidere o movimento eliptico de um corpo - por exemplo, um planeta ou seu

A Qe satélite - neste caso o corpo tem sua aceleracao variavel tanto em magnitude quanto
{Q)&,)) em direcao, entao a descricao matemética desse movimento é muito dificil. No

k\/@ entanto, as leis de conservacao da energia e do momento angular, bem como as leis
de Kepler, podem ser de grande ajuda aqui.

Geometria da Elipse: Uma elipse é um conjunto de pontos em um plano para os quais
a soma das distdncias de dois pontos dados - focos F} e F; - é uma constante: r; + ry = 2a
(ver Fig 1).

A equacao de uma elipse em um sistema de coordenadas cartesianas retangulares, cujo
centro coincide com o centro da elipse, tem a forma

2 2
x—2+y—2:1, com b? = a® — 2.
a b
Esta equacao é chamada de equacao canodnica da elipse. Quando b = a a equagao da elipse
se transforma na equacao de um circulo 22 + y? = a? com raio a e com centro na origem. Os
eixos de uma elipse sao seus eixos de simetria. O centro da elipse é o seu centro de simetria
O, ou seja, o ponto de interseccao dos eixos de simetria. Os vértices da elipse sdo os pontos
Ay, As, By e By nos quais a elipse intercepta seus eixos. O comprimento do semieixo maior
da elipse é A; A = 2a, o comprimento do semieixo maior é A;O = A0 = a. O comprimento
do eixo menor da elipse é B1 By = 2b, o comprimento do semieixo menor é B;0O = B,0O = b.
A drea da elipse é S = wab. Os comprimentos dos segmentos Fi1N = r; e F5N = ry sao
chamados de raios focais do ponto N. A excentricidade de uma elipse é a razao entre a

distancia entre seus focos e o comprimento do eixo maior:
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Figura 1:

Como ¢ = a? — b , entdo
a? — b2 b?
= ——— = - =

a a?
Obviamente, a excentricidade do circulo é zero.

Leis de Conservacgao de Energia e Momento Angular: Vamos considerar um satélite
de massa m movendo-se em uma 6rbita eliptica (ver Fig. 2) em torno de seu planeta de
massa M, onde consideraremos que M > m. A energia mecéanica total do satélite é igual a

V=0 ’

onde v é a velocidade do satélite, r é a
distancia entre o satélite e o planeta, G é
a constante gravitacional. Devido a lei da
conservagao da energia, o valor de W é cons-
tante no tempo, ou seja, continua sem al- M
teragao
W = const.

O momento angular do satélite é igual ao
produto vetorial de seu vetor raio 7" e o momento muv: Figura 2:

I\

L =7xmuv.

Neste caso, o vetor L é perpendicular ao vetor 7 e ao vetor mv, e a magnitude do momento
angular é igual a
L = muorsin ().



Vamos determinar os valores de W e L para movimento eliptico - isso serd 1til na solucao
subsequente de problemas. De acordo com a lei da conservagao da energia temos (Fig 3)

Figura 3:
muv? Mm  mvj Mm
2 a—c 2 a+c’

de onde obtemos
9 s AGMc B 4G Mc

U1—U2—a2_c2— b2

Da lei da conservagao do momento angular segue que

vy (a—c) =wvy(a+c)=vsrsin ().

Mas sin (¢) = sin (7 — 0) = b/r, entao

bUg bUg
V1 = , €Uy = .
a—c a—c
Por isso,
dacb®v? dacv?
2 2 3 3
Ui = T e T 2
(a* = c?)
Comparando as duas expressoes para v — v3, obtemos
s, GM
Ug — 5
a
e para a energia obtemos a expressao
2
muv Mm Mm
W=-—-a = -G—.
2 r 2a
Para determinar o momento angular do satélite, escrevemos o sistema ébvio de equagoes:
L = musb,
s GM
U3 — ,
a

b2
€ = ].—?

Excluindo primeiro vs e depois b dele, podemos facilmente chegar ao seguinte resultado:

L =my/GMa (1 — €?).



Leis de Kepler: Johannes Kepler (1571-1639), um astrénomo e matemético alemao mun-
dialmente famoso, resumiu dados observacionais e estabeleceu as seguintes leis do movimento
planetario:

1. Cada planeta se move ao longo de uma elipse, em um dos focos da qual estd o Sol.
2. O raio vetor do planeta descreve dreas iguais em periodos iguais de tempo.

3. Os quadrados dos periodos de revolucao dos planetas ao redor do Sol estao relacionados
como os cubos dos semieixos maiores de suas orbitas.

Exemplos Resolvidos: Vamos considerar tarefas especificas. Problemas desse tipo po-
dem ser oferecidos em olimpiadas e exames complementares em universidades com maiores
exigéncias em fisica.

Exemplo 1. Um satélite de massa m se move em torno de uma estrela de massa M > m
em uma orbita eliptica com semieixo maior a e excentricidade e. Determine a velocidade do
satélite v no momento em que ele estd a uma distancia r do centro da estrela. Quais sao as
velocidades méxima vy € minima vy, do satélite?

Solugao: Devido a lei da conservacao da energia, temos a equacao

mu? B GMm _ _GMm’
2 T 2a

a partir do qual obtemos imediatamente a velocidade necessdria:

V= 2GM(1—i).
r  2a

Obviamente, a velocidade méxima é alcangada no minimo r, ou seja, no pericentro, quando
r=a—c=a(l —¢). Cdlculos dao

GM <1 + e)
VUmax = I .

a 1—c¢

Também estd claro que a velocidade minima é alcancada no maximo r, ou seja, no apocentro,

quando r = a+c = a(l + ¢):
GM (1—6)
Umin = I .
a 1+e

Exemplo 2. Um satélite se move em torno de um planeta de massa M em uma elipse com
0s semieixos maior e menor a e b, respectivamente. Encontre o periodo orbital 1" do satélite.
Determine a drea S que o raio vetor desenhado do centro do planeta até o satélite “varre”
por unidade de tempo

Solugao: Segue-se da terceira lei de Kepler que o perfodo de revolugao requerido T
coincide com o perfodo de revolucao de um satélite movendo-se em uma orbita circular de



raio a. No caso da orbita circular temos que a forca de gravidade tem cardter centripeto,

entao:
Mm 9 GM
G—— =mac =mw’a = w=\/—,
a a

onde w = 27 /T ¢é a frequéncia ciclica do satélite. Finalmente temos que

2m GM a

T a3 GM
Note que o periodo da érbita é igual ao comprimento da érbita circular 27a dividido pela
velocidade de escape /G M /a. Pense como calcular a primeira velocidade de escape. Como
durante o tempo T o vetor raio “varre” uniformemente a drea da elipse igual a mab, entao
por unidade de tempo ele “varre” a drea

AS b _b [GI
At T 2 a

Exemplo 3. Encontre a razao entre os tempos em que o cometa atravessa as se¢oes da
orbita eliptica delimitadas pelo semieixo menor da elipse com excentricidade e.

Solucao: Seja t; o tempo de movimento do cometa ao longo do arco BDC, e t5 o tempo
de movimento do cometa ao longo do arco CEB (ver Fig 4). Entao, de acordo com a segunda
lei de Kepler, a razao de tempo necessdria é igual a

B
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Figura 4:
t2 SQ mab mab
- == de S = ——-85 So=—+S5
55 onde O 5 AABC € D2 5 + SaaBC

— a drea das partes correspondentes da elipse. E 6bvio que
1
SAABC = §BC - AO = be = abe.

Portanto finalmente conseguimos

by [ab(m+2€)] /2 7w+ 2

t1 [ab(m —2€)] /2 7 —2¢




Exemplo 4. Qual é a distdncia méxima ry do Sol da qual o cometa Halley se afasta? O
periodo de sua revolucao em torno do Sol do cometa é T' = 76 anos, a distdncia minima do
Sol é , = 1.8 - 10® Km O raio da érbita da Terra é R = 1.5 - 108 km.

Solugao: Vamos comparar, utilizando a terceira lei de Kepler, os parametros dos movi-
mentos do cometa e da Terra em torno do Sol (ver Fig 5):
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Figura 5: Orbita ciano eliptica é do cometa Halley e 6rbita preta circular é da Terra

T2_ r1+r2 3 1
T2 2 R3’

onde T é a duragao do ano terrestre. A partir daqui encontramos

7\ 2/3
ro = 2R (T—) —r =5.2-10° Km.
T

Exemplo 5. O periodo de revolucao de um corpo em uma dérbita circular em torno do
centro de gravidade é igual a T'. Calcule o tempo ¢ do corpo caindo da érbita até o centro
de gravidade se a velocidade do corpo instantaneamente fosse zero.

Solugao: Vamos realizar um experimento mental. Deixe o corpo se mover em torno do
centro de gravidade ao longo de uma elipse muito alongada com uma excentricidade que
difere infinitamente pouco da unidade (ver Fig 6).

Figura 6:

Figura 7:



Entao o comprimento de tal elipse com grande precisao € igual a 2R, onde R é o raio
da orbita circular. Por razoes de simetria, o tempo que o satélite se aproxima do centro de
gravidade é igual ao tempo que ele se afasta dele. Aplicando a terceira lei de Kepler a ambos
0s corpos, obtemos a equacao

(2t)*  (R/2)° V2
= = t=—T

Exemplo 6. A érbita da espagonave Vostok tinha os seguintes parametros: altitude no
perigeu h = 181 Km, altitude no apogeu H = 327 Km. Calcule o periodo orbital T' da
espagonave Vostok se o raio da Terra R = 6371 Km

Solug¢ao: Primeiro, determinamos o periodo de revolug¢ao de um satélite artificial da Terra
voando baixo em uma 6rbita circular:

2t 21 E

VR T\

O semieixo maior da érbita eliptica da espagonave Vostok é obviamente igual a R+ (H +h)/2
(ver Fig 7). Resta aplicar a terceira lei de Kepler:

T2 [R+ (H+h)/2] R H+h\*? .

To

Exemplo 7. Dois foguetes sao lancados do polo da Terra: um verticalmente para cima
e outro horizontalmente. As velocidades iniciais de ambos os foguetes sao iguais a vy, e
VRg < vy < v/2Rg, onde R é o raio da Terra. Qual foguete se afastarsa do centro da Terra
e quantas vezes?

Solugdo: Obviamente, o primeiro foguete caird no local de langamento e o segundo se
moverd ao longo de uma elipse (ver Fig 8). Deixe o primeiro foguete se afastar do centro da
Terra até uma distdncia maxima de r;. De acordo com a lei da conservacao da energia,

2
mug Mm Mm
— —G——=-G
2 R 1 ’
de onde
_ 2GMR
T GM - @R

Deixe o segundo foguete se afastar do centro da Terra até uma distdncia maxima de r,. Em
virtude da lei da conservacao da energia, temos

2 M M
% — GTm = —Gz—;n, onde 2a = ry + R.
Entao achamos que
R*v?
9 = oA Do
2GM — Ru;



Figura 9:

Figura 8:

Por isso,
1 2Ry

ry VU3

> 1,

ou seja, o primeiro foguete se afastara mais do centro da Terra do que o segundo.

Exemplo 8. Um satélite se move ao redor da Terra em uma érbita circular com raio 3R
(ver Fig 9), onde R ¢ o raio da Terra. Como resultado de uma acao de curto prazo do motor
de frenagem, a velocidade do satélite diminuiu de modo que ele se moveu para uma o6rbita
eliptica tocando a superficie da Terra. Depois de quanto tempo t apds a frenagem o satélite
pousard na Terra?

Solucao: Deixe o satélite desacelerar no ponto A e pousar no ponto B. Assim, o satélite
passa meio caminho de uma orbita eliptica com semieixo maior de 2R. Este movimento
levard metade do periodo de revolucao 1" ao longo da elipse:

t=—.
2

Usando a terceira lei de Kepler, vamos comparar os movimentos de dois satélites

2 3

L 2:(2]? o T=4m |2
() g
2m

g

Entao o tempo serd

R
= 2v2m, [ — =~ 119 min.
g
Exemplo 9. Um corpo na superficie da Terra recebeu uma velocidade inicial igual a primeira
velocidade césmica vy = y/Rg, onde R é o raio da Terra, direcionada em um angulo o em
relagao ao horizonte. Encontre a altura maxima H do corpo acima da superficie da Terra.



Solucao: Na Fig 10 as designacoes e igualdade de dngulos ficam claras devido a simetria
em relacao ao eixo OB. O corpo se move ao longo da parte ABC' da elipse. Apliquemos as
leis de conservacao da energia e do momento angular as posi¢ées do corpo nos pontos A e
B:

Figura 10:
mvg_GMm:mvz_G Mm ’
2 R 2 R+ H

muy R sin (g - a) =mv(R+ H).

A partir da primeira equagao, levando em consideragao o fato de que v = Rg, encontramos

facilmente
R—H
=4/ R )
v g (R n H)

Vamos substituir esse valor na segunda equagao

VRgRcos (a) = /Rg(R+ H)(R — H),

de onde obtemos
H = Rsin ().

Exemplo 10. Um corpo cai na Terra de uma altura igual ao seu raio R, sem velocidade
inicial. Encontre o tempo ¢ da queda do corpo.

Solucao: Para evitar o uso do cdlculo integral, vamos realizar um experimento mental.
Deixe o corpo a uma altura R receber uma velocidade horizontal 7y arbitrariamente pequena
(ver Fig 11). Entao, em virtude da primeira lei de Kepler, o corpo se movera ao longo do
arco de uma elipse com semieixo maior igual a R, que difere infinitamente de um segmento
de reta. Isso significa que os tempos de movimento curvilineo e retilineo do corpo serao
iguais. De acordo com a terceira lei de Kepler, o periodo de revolu¢ao de um corpo ao longo



de uma elipse T' é igual ao periodo de revolucao de um satélite artificial da Terra em o6rbita
circular:

R
T =214 —.
g

De acordo com a segunda lei de Kepler,

t S

T 7Rb

onde S é a drea sombreada na Fig 11, “varrida” pelo raio vetor do corpo desenhado a partir
do centro da Terra, coincidindo com o foco da elipse. E facil ver que, com um grau razodavel
de precisao,

Figura 11:
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