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SO movimento de um corpo em um campo gravitacional homogéneo ao superar qual-
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%%?) quer obstdculo é um dos fendémenos mais atraentes da mecénica. Os obstdculos
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J»podem ser diferentes, por exemplo, uma cerca, uma casa, uma pirdmide ou uma

2) habitacao em forma de cone e semelhantes
Apés a realizagdo da EXPO 2017 em Astana (Cazaquistdo), interessamo-nos por uma
enorme estrutura esférica construida no centro da drea expositiva e que representa o simbolo
arquitetonico da exposicao (ver Fig 1).

Este é o maior edificio esférico do mundo,
com R = 40 m de raio. A grandeza do ob-
jeto estérico levou-nos ao estudo do mesmo
do ponto de vista da ciéncia, em parti-
cular da cinemadtica. Analisemos algumas
questoes que surgem quando queremos su-
perar o edificio esférico com o lancamento
de um objeto que se move no campo de gra-
vidade da Terra.
Aqui estao algumas tarefas especificas

Exemplo 1. Uma bola foi lancada do solo
com velocidade inicial minima para que vo-
asse sobre a estrutura esférica da EXP(Q Figura 1: Guardian Glass Project: Astana EXPO
2017, tocando apenas o topo do edificio (ver 2017, Cazaquistio.

Fig 2). Encontre: o valor da velocidade

e o angulo de lancamento; equacao de tra-

jetéria, coordenadas dos pontos de lancamento e aterrissagem, bem como o tempo de voo
da bola.
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Figura 2

Solugao: Considerando o ponto A e o topo da esfera temos que
v? =v? —29(2R) = v* — 4gR

No topo da esfera, a aceleragdo normal (centripeta) é devida a gravidade, entao

=g = v;=gR.

2]

Assim, a velocidade de lancamento da bola é
v? =02 +4gR = gR +4gR =59gR = v =/5gR,
e o angulo de langamento da bola é igual a

Uy gR 1
cos () = —=—==- = «=arccos(l/d).
@=2=20=2 (1/5)
Considere o movimento da bola a partir do momento em que ela atinge o topo da esfera.
O estdgio posterior do movimento da bola equivale ao fato de ela ter sido lan¢ada horizontal-
mente com velocidade v, de uma altura de 2R. A equagao da trajetéria para tal movimento

tem a forma )

t
T = vt =/ gRt, yzZR—%,

entao ) )
gx x

—oR-22 o y=2R-_

Y 2gR Y oR

Portanto, os pontos de lan¢amento e queda possuem coordenadas A(—2R,0) e A’'(2R,0), e
o tempo de voo da bola é
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Exemplo 2. Para realizar o voo de uma bola pela estrutura esférica da EXPO 2017, ela
foi lancada do chao com velocidade minima. Durante seu voo, a bola tocou dois pontos
da esfera. Encontre: a velocidade da bola nos pontos de contato com o edificio esférico e
as coordenadas desses pontos; coordenadas do ponto méximo da trajetoria da bola e sua
velocidade neste ponto; o valor da velocidade de lancamento minima da bola, na qual ela
voard sobre a estrutura esférica sem ricochetear, bem como o dngulo de lancamento; a
equagao da trajetoria da bola e as coordenadas dos pontos de lancamento e aterrissagem,
bem como o tempo de voo da bola

Solugao: Ao voar sobre o edificio esférico, a bola pode, na verdade, ter dois pontos de
contato com a esfera (ver Fig 3). Os raios tragados nos pontos de tangéncia A’ e A formam
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Figura 3

um angulo ¢ com a vertical. Por questoes de simetria e reversibilidade da trajetoria, basta
considerar o movimento da bola apenas no trecho CAF. Seja a velocidade no ponto de
contato vy, e o tempo de movimento do topo até este ponto 7. Em que

vy = v4 €08 (p), vy, = vasin(p) = g7,
AB = Rsin (@) = v,7 = vaT cos (p).
Das duas tltimas igualdades encontramos

gR

2 _
va = cos ()

Conhecemos de cinemdtica que entre os pontos A e F' temos
v =v? —2g[R+ Rcos ()] = v* — 2gR[1 + cos ()]

entao podemos escrever que

1
——— +cos(p) +1].

2
=29R
! I 2 cos (¥)



O valor extremo da tltima expressao entre parénteses determinard a velocidade minima
necessaria. Com base na desigualdade Bunyakovsky-Cauchy;,

L cos () _
2 cos () Feos(p) 22 2 cos(¢) V2

onde a igualdade determina o valor minimo:

! )—i-cos((p)} =V2 = cos(p)=5 = o=

7r
2cos (p 4

min

Assim, a velocidade da bola nos pontos de contato com o edificio é igual a

Como AB = Rsin(¢) = V2R/2 ¢ OB = R[1 +cos(¢)] = (2 + v/2)R/2, entdo os pontos
tangentes tém as seguintes coordenadas:

V2R V2R
2 2 ’

A'(Rsin (p), R+ Rcos (p)) = A ( R+

V2R V2R
2 2 |

A(—Rsin(p), R+ Rcos(p) = A (— R+

Agora vamos dar uma olhada no ponto méximo da trajetéria da bola. Porque

2

OO:OB+BO=;—Z+R[1+COS(¢)] visin® (¢)

2% + R[1+ cos(p)],

ou seja que

co= (5 +1)

entdo o ponto méximo C' da trajetéria da bola tem coordenadas (z,y). A velocidade neste

momento ¢
|gR
vy =vac08 (@) =/ gRcos () = g—\/ﬁ

Além disso, sabe-se que

v? =2gR { + cos (¢) + 1} = 2gR(V2+1),

2 cos ()

ou seja




finalmente
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. ( 2—@)
= arcsin _—

Resta escrever a equagao da trajetéria da bola:

2 2 2

gT 3 g2 /2 (3 ) T
_oc-9 ()R- _ (2 g )p- L
Y 202 (zﬁ ) 2 gk \2,2 V2R

os zeros de esta pardbola sao os valores de x onde y = 0, entao

3 22
— +1|R- =0 = (3+2V2)R? =242
(m > NGT ( )

de onde obtemos que z+ = £4/(3 4+ 2v/2)/2, entdo o tempo de voo serd
F'F —x_ 244
PP _mma RVWIEL o)
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Exemplo 3. E necessdrio atingir o ponto mais alto da construcdo esférica, mostrada na
Fig 4, lancando uma bola com a menor velocidade possivel. Até que o alvo seja atingido,
a bola nao pode quicar no prédio. O raio da estrutura esférica é R = 40 m. Despreze a
resisténcia do ar. Precisamos encontrar os seguintes parametros: a velocidade da bola vy no
momento em que atinge o alvo e a menor velocidade v com que a bola foi langcada do solo;
coordenadas do ponto de contato da trajetéria da bola com a esfera e a distdncia entre o
ponto de contato e o ponto mais alto; dngulo de incidéncia da bola a no ponto mais alto da
esfera; coordenadas do ponto de langamento da bola e dngulo de lancamento; tempo de voo
da bola, equacao da trajetéria da bola e coordenadas do ponto méaximo da trajetoria
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Figura 4

Solugao: A trajetoria 6tima da bola toca a superficie da esfera em algum ponto lateral
C do edificio, conforme mostrado na Fig 4. Por razoes de reversibilidade da trajetéria,
considere a situagao em que a bola é lancada do ponto superior do edificio com velocidade
minima vy para que nao toque no prédio (voando infinitamente préximo dele) ao cair no
chao (ver Fig 5).



Figura 5

Precisamos encontrar o ponto de contato entre o circulo e a trajetéria ideal da bola.
Vamos escrever as equacoes de um circulo

>+ (y— R)* = R?

e a trajetoria da bola

ga®

9" L9R
208 cos? (@) *

y = xtan ()

que utilizando a identidade trigonométrica 1/ cos?(a) = 1 + tan?(a) podemos transformar

em )

gx
2

2

y = xtan (a) — [1+ tan® (a)] + 2R.
Entao temos a equagdo de um circulo e uma familia de trajetérias parabdlicas (note que a
equagao da parabola depende de dois pardmetros vy e ). A equagdo anterior também pode
ser resolvida respeito do angulo o que serd necessario para bater em um determinado ponto
de coordenadas (z;y) se a velocidade inicial é vy, entao obtemos

gz gz

2—1}(2)tan2 () — ztan (a) — <2R— 2—2](2) —y) = 0.

Resolvendo a equagao de segundo grau respeito de tan () obtemos

2 2
xj:\/x2+%(4]%—%—2y)
Yo Yo

tan (o) = 5

No caso que o discriminante seja positivo teremos duas solugoes, ou seja, existem dois angulos
possiveis para bater no alvo com coordenada (x;y) se a velocidade inicial for vg. No caso de



discriminante negativo nao vamos conseguir bater no alvo. No caso de discriminante nulo,

ou seja:

2 2 2
dr e (1= T ca) =0 5 ek (ar- 25 o2y) o,
Yo Yo U Yo

2 2 2 2
i (Y (% X

2R — =
203 2g Y 29 20}

temos apenas uma solugao, correspondente ao dngulo tan (o) = v2/gz. E claro que este caso
corresponde a menor velocidade inicial necessaria. Entao o temos as duas equacoes:

#*+(y—2R)" = R?,

2 2
vg gw
=— "= +2R
Y=oy "o T
que no ponto de contato do edificio com a trajetéria parabdlica tem que ser satisfeitas.

Omitindo y destas equagoes obtemos

2
1 R 2 2
)ty (L) 2t (R} o,
2 2 v 4q g

Sua solugao é uma equagao com duas incégnitas x e vy

1
—(-—@)i\/p
2 2 Y%
xr =
2
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Se o discriminante D for zero, entao existe apenas uma trajetéria que garante que a bola

1 gR\* (1 gR\
(ﬁ‘v—a) ‘<z+v—3)—0

Neste ponto podemos achar o valor o valor de vy, ou seja

passe pelo ponto C.

R R? 1 R R
L LN ]

1
A 2 4 2
4 g Uy 4 g

R
v = \/v8+4gR:3\/%.

As coordenadas do ponto C' serao:

<1 gR) (1 gR>
—(=-% _ (2 Z
2 vy ) 2 gR/2 §R2 N

Entao temos também que
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Exemplo 4. Um disco de plastico foi lancado do solo com velocidade minima em diregao a
esfera, de modo que passasse pelo ponto superior da estrutura esférica. Parte da trajetéria do
disco sem rebote fica na superficie da esfera. Desprezando a resisténcia do ar e assumindo que
a superficie da esfera é lisa, encontre: as coordenadas do disco no momento de uma transicao
suave do estado de movimento parabdlico livre para o estado de movimento circular ao longo
da superficie da esfera, sua velocidade neste ponto e seu angulo em relacao ao horizonte; o
valor da velocidade minima do disco reportado ao nivel do solo, o dngulo de lan¢camento do
disco e as coordenadas do ponto de lancamento; equacoes de trajetorias parabdlicas do disco

Solugao: Por razoes de reversibilidade da trajetdria, assumiremos que o disco é liberado
do ponto superior da esfera sem velocidade inicial. No ponto de separagao C' (ver Fig 6),
a aceleragao centripeta (normal) do disco a, = v?/R é um componente da aceleragao da
gravidade:

2
% = gcos(B) :g% = v*=(R—h)g.
Temos também que, analisando a proje¢ao do movimento no eixo y, do ponto superior até o
ponto C'
v* = 2gh.

Igualando as duas expressoes para v? obtemos

1
(R—h)g =2gh = h:§R.

Entao podemos achar as coordenadas do ponto C', ou seja

o

to =15 =0B=+/R—(R—h)?=-""R.

5
yc =2R — h = §R'
A velocidade no ponto C' é

29R 2R
MR L el

3 3

Também podemos determinar o angulo S que forma o raio até o corpo no ponto C' respeito
da vertical, ou seja,

cos(f) = —— = 2 = [ = arccos (;)



Figura 6

Utilizemos novamente as equacgoes cinematicas para o movimento parabdlico, projetadas
no eixo y, entre os pontos C' e A (o chao), entdo temos que

10gR 2R 10gR
SRR S

ou seja que vy = 2y/gR. Conhecemos que a componente da velocidade no eixo x permanece
invariante, entao comparando o ponto C' com o ponto A obtemos v cos () = vg cos (), entao
podemos determinar o dngulo «, ou seja

( ) vcos N 2
cos (a \/ Q. = arccos
27

As coordenadas do ponto de langamento sao y4 =yp =0 ¢

x4 =—xp=0A=0B+ BA, BA=uvtcos(f),

vg =02 +29(2R — h) = v* + =4gR,

onde temos também que v sin (o) — vsin (8) = gt, entdo como

i (o) = si = —cos? (B) = é
sin (a) = /1 — cos? () = Wi in(f8) =+/1 (B) = 7
tan (a) = sin(a) 5

obtemos
vgsin (o) —vsin (8) (10 — \/1_0\/Rg)
g B 3V3g

BA:%g_—iR(lO—\/ﬁ> N mAzlg 22{(10—\@)
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