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Resumo

Estas notas foram criadas por William G C Oropesa, responsdvel do Programa
ICTP-SAIFR de Introdugao a Fisica para Participagao em Olimpiadas (Nucleo IFT-
UNESP).

requentemente no estudo da dinamica é suficiente com poder identificar todas as

forgas que atuam num corpo (ou num sistema de corpos), além do estado inicial

do mesmo para determinar como serd o movimento a posterior: do mesmo. Parece

S99 uma tarefa simples, mas nao é tao simples assim. Em problemas olimpicos, onde

geralmente existe mais de um corpo, identificar todas as forgas as vezes é confuso, e, mesmo

conseguindo identificar elas os problemas podem requerer de certas relagoes cinemaéticas en-

tre os deslocamentos, velocidades e aceleracoes dos diferentes corpos do sistema. As relagoes

cinemdticas mencionadas anteriormente sao conhecidas como equagoes de vinculo ou simples-

mente vinculos do problema, os vinculos mais importantes sao os vinculos dos deslocamentos,
estos sao conhecidos como vinculos geométricos.

Vejamos, mediante exemplos resoltos, como sao importantes os vinculos geométricos na

solucao de problemas.

Exemplo 1. Uma polia sem massa estd pendurada em um suporte fixo. Um fio inextensivel
sem massa conectando duas massas, m; e ma, estd pendurado na polia (ver Fig 1). Encontre
as aceleracoes das massas e a tensao do fio.

Solugao: Seja T" a tensao no fio. Pela segunda lei de Newton obtemos que

T —mig =mia (1)
T —maog = moas

Note que o comprimento do fio é constante, pelo fato dele ser inextensivel. Seja [ o com-
primento do fio, entao se tomamos uma foto do sistema a tempo ¢ podemos escrever o
comprimento do fio em termos de suas posicoes, 1 € x3, COMO

l= (21 —xp) + (v2 — xp) + TR, (2)



onde R é o raio da polia. No instante de tempo t' =t + At, onde At — 0, as posicoes dos
corpos serao r e x, entao

= (2 = zp) + (25 — xp) + 7R (3)

Subtraendo equagoes (2) e (3) obtemos (z] — x1) + (24, — x2) = 0, 0 que implica que o des-
locamento que um dos corpos experimenta na subida no tempo At é o mesmo deslocamento
que o outro corpo experimenta na descida. Como o tempo At é muito pequeno, podemos
garantir que a relagao das velocidades instantédneas dos corpos serd v (t) + vy(t) = 0. Essa
relacao também sera valida para as aceleracoes, ou seja

a1 +a=0 = a =—a =a. (4)

A equagdo (4) é conhecida como equagao de vinculo das aceleragoes dos corpos, e é uma
consequéncia do vinculo geométrico entre os deslocamentos dos corpos.
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Fig 1

Utilizando a equag@o (4) podemos compatibilizar o sistema (1), entdo obtemos

T —mig =mya
maog — T = moa

(5)

Somando ambas as equagoes do sistema obtemos

mo —
g(me—my)=a(lmy+ms) = a (m2+m1>g (6)

Coloquemos a expressao obtida para a aceleragdo na primeira equagao do sistema (5), entao

Mo — M Mo —m
romg = (Mg o r= [y, ™)
me + My Mo + My
ou seja que
2
7= 09 (8)
miy + Mo

Note que existem limites interessantes, por exemplo: mo > my implica que a — g,
me < my implica que a — —g, ou no caso m; = msy onde teremos que a = 0.



Exemplo 2. Uma mdquina dupla de Atwood é mostrada na Fig 2, com corpos de massas
m1, ma e ms. Os fios s@o inextensiveis e nao tem massa. As polias nao tem massa. Quais
sao as aceleragoes dos corpos?

Solugao: Seja que T} e Ty as tensoes dos fios superior e inferior. Os comprimentos dos
fios superior e inferior sao l; e I respetivamente. Pela segunda lei de Newton para o sistema

de trés corpos obtemos
Ty —myg = myay
Ty — mag = Mmoay (9)
Ty — m3zg = maas
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Fig 2

Se tomamos uma foto do sistema no tempo ¢, os comprimentos dos fios l; e [ podem ser
escritos em termos das posi¢oes dos diferentes elementos do sistema, ou seja

lh = (1 — xm) + ($p2 - xm) + TRy (10)

ly = (x5 — xp,) + (22 — Tp,) + TRy (11)

Apé6s um tempo At =t/ — ¢t muito pequeno obtemos

ll = (xll - xm) + (%Z - xm) + ﬂ-Rl (12)
ly = (2 —2,)) + (25 — x),) + TRy (13)



Nas equacoes anteriores R; e Ry sao os raios das polias superior e inferior respetivamente.
Subtraendo as equagoes (12) e (10) obtemos (x| — x1) + (2, — 2,) = 0 ¢, subtracndo as
equagoes (13) e (11) obtemos (24 — x3) — 2 (2}, — p,) + (¥4 — x2) = 0. Juntando as duas

equagoes de vinculos geométricos obtemos

(zy — x2) + (25 — x3)
5 .

Como o tempo At é muito pequeno, podemos garantir que a relacao das velocidades
instantaneas e das aceleracoes dos corpos sera

(2} —11) = — (14)

V2 (t) + U3 (t) _CLQ + as

vl(t):—# e a=-——" (15)

Os valores de T e T, também estao relacionados. Vamos aplicar a segunda lei de Newton
1€1

na polia mével. Como a polia nao tem massa, embora ela seja acelerada, entao a soma das

forcas que atuam nela é zero, ou seja

T —215=0 = T =215,=T. (16)
Utilizando as equagoes (15), (16) e o sistema (9), obtemos
T T T
(ml g) i <2m2 g) i (2m3 g) )

de onde obtemos a tensao T' do fio superior

_ 8mimamsg (18)
dmaoms + mq(msy + ms3)
Utilizando a primeira equagao do sistema (9) e a expressao de T', entao
8mimamag
mia; = -m 19
T dmgmg + mq(me + ms3) 19 (19)
8maom dmaomsg — mq1(mq + m
ay = 2M3g g = a = 2173 1( 2 3) ' (20)
4m2m3 + ml(mg + m3) 4m2m3 + ml(mg + m3)
Utilizando a segunda equagao do sistema (9) e a expressao de T’
dmimomsg
Mol = —-m 21
22T dmams + my(me + ms) 29 (21)
4 4 — -3
ay = mimsg —g = ay=— a3 ml(m2 m3) (22)
dmaomg + mq(ma + m3) dmaomsg + mq(ma + m3)
Finalmente, utilizando a terceira equagao do sistema (9) e a expressao para T'
dmimeomsg
msaz = —-m 23
378 4m2m3 + ml(mg —+ m3) 39 ( )
dmim dmomsz — mq(ms — 3m
as 1mag —y = ag= 213 1( 3 2) (24)

- dmamg + mq(ma + ms3)  dmams +my (ma 4+ ms3)

Existem muitos limites interessantes que podem ser verificados:



1. Se my = m3 = m;/2 entao a; = ay = az = 0.

2. Se m3 < mgy, my entao a; = g, as = —¢g e az = 3¢g. Para entender esse 3¢g, convenca-se
de que se m; e my desem 3d, entao ms sobe 3d.

3. A aceleragao a; pode ser escrita como

4m2m3
— —my
Mo + M3 Moz — My
a; = g= g. (25
Amamg T g g )
me +msg

Exemplo 3. No arranjo mostrado na Fig 3, a massa da esfera 1 é n = 1.8 vezes maior do
que a massa da haste 2. O comprimento da haste é [ = 100 cm. As massas das polias e dos
fios, bem como o atrito, sao despreziveis. A esfera é colocada no mesmo nivel da extremidade
inferior da haste e, entao, é liberada. Apds quanto tempo a esfera estard nivelada com a
extremidade superior da haste?

Solucao: Sejam T7 e Ty as tensoes dos fios superior e inferior. Os comprimentos dos fios
superior e inferior sao [; e [, respetivamente. Pela segunda lei de Newton para a esfera e a
haste obtemos

Ty —myg = myay

2

{Tz — Mag = MaG3 ( 6)

Se tomamos uma foto do sistema no tempo ¢, os comprimentos dos fios podem ser escritos
como

L= (331 - xpl) + («sz - lel) + 7TR17 (27)

lr = (:L‘U - xpz) + (mZ - l'p2) + TRy, (28)
onde R; e Ry sao os raios das polias superior e inferior respetivamente. Apds um tempo
At — 0 tomamos outra foto do sistema e obtemos que

= (@) — ) + (2, — 2p,) + TRy, (29)

l2 = (.CIZ’O — $/p2) + ($,2 — $;2> + 7TR2. (30)

Finalmente pelas equacoes de vinculo, obtemos que Az, + Az, = 0 e —2Az,, + Azy = 0.
Juntando os vinculos entre deslocamentos obtemos que 2Ax; + Az, = 0, de onde podemos
concluir que as aceleragoes da esfera e a haste satisfazem a condicao 2a; +as = 0. Os valores
das tensdes cumprem que 7} = T e Ty = T/2 (ver exemplo anterior), entao utilizando o
sistema (26) obtemos

2 1 (T 2 1
T — — (== =0 = T(—+—]=3y. 31
m ( mag) + Mo <2 mQQ) (m1 + QmQ) g (31)
Utilizando que m; = nmsy obtemos que
2 1 T 6ng
T(— 1+ —)=3 = — = 32
(nmg 2m2) g my 44+ (32)



mag

Fig 3

Pela equagao (32) e a primeira equagao do sistema (26), obtemos que

6—g—g:a1 = ﬂ:ﬂ. (33)
4+n g 4+n
No sistema de referéncia que se move com a haste temos que a aceleracao da esfera é
w = a; —ay = a; — (—2a;) = 3a;. Como inicialmente a esfera estava no nivel do extremo
inferior da haste, entdo apés o tempo 7, que satisfaz a equagao | = wr?/2, a esfera estard
no nivel do extremo superior da haste. Entao temos que

_3m 32 —n)gr’ __ |2 +n)
=5 20-n) 39(2—n) (34

Exemplo 4. No sistema mostrado na Fig 4, um corpo de massa M pode deslizar sem atrito
ao longo de um plano horizontal. O coeficiente de atrito entre os corpos com massas M e m
é igual a p. Encontre a aceleracao dos corpos, a tensao do fio e a forca de interagao entre os
corpos. Despreze as massas das pequenas polias e do fio. O fio é inextensivel.

Solugao: Seja T a tensao da corda, no Fig 4 estao representadas as diferentes forcas que
atuam no corpo de massa m (forgas vermelhas) e no corpo de massa M (forgas azules). Pela



segunda lei de Newton, projetada no eixo x, no corpo de massa M obtemos
May = 2T — N, (35)
também temos uma equacgao para o eixo ¥,
0=Ny—F.—T— Mg, (36)

mas para determinar a aceleragdo dos corpos esta equagao é irrelevante (o corpo de massa
M nao pula).

No corpo de massa m temos que a segunda lei de Newton no eixo x pode ser escrita como
Ny, = may, 5, no eixo y teremos que

Fo+T —mg=may,. (37)

Conhecemos que F, = uN,,, entao, utilizando a relacao N,, = ma,,, obtemos que F, =
[{ma, . Note que o corpo de massa M move-se junto ao corpo de massa m no eixo z, ou seja,
é evidente que ap = ap, . Entéo utilizando a equacao (35) obtemos que 27" = (M +m)a, -
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Fig 4

Pela equagao (37) obtemos a seguinte rela¢ao entre as proje¢oes da aceleragdo do corpo
de massa m
20ma, z + (M + M) — 2mg = 2ma, . (38)

Seja [ o comprimento do fio num tempo %, entao ele pode ser escreto em fungao das
posig¢oes dos corpos, ou seja

[ = 2<mpr - 'rpz) + (ypl - ym)7 (39)



como o fio é inextensivel, apés um tempo At — 0, o comprimento é invariante e pode ser
escrito como

[ = 2<xpr - x;l) + (ypz — Yr)- (40)
Finalmente pelas equacoes anteriores obtemos o seguinte vinculo entre os deslocamento do
corpo de massa m nos eixos y e x, ou seja, —2Ax,, — Ay, = 0 (perceba que Ax,, = Ax,,),

entao é claro que a,,, = —2a,,,. Finalmente pela equagao (38), obtemos
2mg
2UMay, o + (M +m)ay . — 2mg = —4dMma,, =  Ape = 41
pmamg + Jam, g : T M+ (5+2m)m (41)

A aceleracao do corpo de massa M é dada pela equacao anterior, pero o corpo de massa m
; 5 50 & — 2 7 _ 5
move-se em ambos os eixos, entao a sua aceleragao ¢ a, = \/a;, . +a;,, = V50, entio

obtemos que
2\/3mg

Ay = 42
M+ (5+2u)m (42)
Também podemos achar a tensao do fio, ou seja
m,xT M
T = (M 4 )tz = M A m)mg (43)

2 M+ (5+2pu)m

A forca total de interacao entre os corpo, F', esta composta por duas forcas respetivamente
perpendiculares, a forca de atrito F,. = ulN,, e a prépria forca N,,, entao pelo teorema de
Pitagoras

=/ F2+ N2 = N1+ 12 =map /1 2m*g /1 + i (44)

M—i— (54 2u)m

Exemplo 5. Duas configuragoes sao mostradas na Fig.5 A primeira configuragdo contém
um corpo suspenso de massa m. A segunda configuracao contém uma pequena polia sem
massa, sobre a qual estao pendurados dois corpos de massas m; e ms. Em ambos os casos os
suportes, onde as configuracoes estao penduradas, tem uma aceleracao w para baixo. Qual
debe ser a massa m, em termos das massas m; e msy, para que a tensao no fio superior seja
a mesma em ambas as configuracoes?

Solucao: Primeiramente vamos considerar que vetores apontando para cima sao positivos
e para baixo sao negativos. Na primeira configuracao, pela segunda lei de Newton obtemos

T—mg=-mw = T=m(g—w), (45)

na segunda configuracao obtemos o sistema

T/2 —myg = mia; — mw
(46)
T/2 — maog = maas — maw
pelo primeiro exemplo resolvido conhecemos que nesta configuracao a; = —as = a, entao o
sistema anterior pode se escreto como
T/2 —myg =mia —mw T/2 —mig =mia
= ; . (47)
T/2 — mog = —maoa — maw T/2 —mog = —msa
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No sistema de equagoes anterior definimos ¢’ = g — w. Note que o problema pode ser inter-
pretado como uma méquina de Atwood simples pendurada de um suporte fixo num mundo
de gravidade ¢’. Finalmente obtemos que a tensao do fio superior na segunda configuracao é

dmymag’
T = 229 (48)
mi + Mo
Na primeira configuracao temos que 7' = mg’. Entao obtemos que
dmim
m=—1"2 (49)
my + Mo

E claro, a resposta deste problema nao pode depender de ¢/, por andlise dimensional.
Este exemplo mostra que a segunda configuracao (sistema de duas massas) pode ser tratado
equivalentemente como um sistema de massa m, dada pela equagao (49).

Exemplo 6. Considere a méquina infinita de Atwood mostrada na Fig 6. Uma corda sem
massa e inextensivel passa por cada polia, com uma extremidade presa a uma massa e a
outra extremidade presa a outra polia. Todas as massas sao iguais a m, é todas as polias
nao tem massa. As massas sao mantidas fixas e depois liberadas simultaneamente. Qual é
a aceleracao da massa superior?

Nota: O sistema infinito pode ser definido da seguinte forma: Considere-o feito de N
polias, com uma massa diferente de zero substituindo o que teria sido a (/N 4 1)-ésima polia.
Finalmente analise o resultado com N — oo.

Primeira solugao: Se o valor da gravidade na Terra fosse multiplicada por um fator 7,
entao a tensao em todas as cordas da maquina de Atwood também seirdao multiplicadas por
n. Isto é verdade porque a tnica maneira de produzir uma quantidade com unidades de
tensdo (ou seja, de forga) é multiplicando uma massa por g. Por outro lado, se colocamos
a maquina de Atwood em um outro planeta e descobrimos que as tensoes sao multiplicadas
por um fator 7, entao saberemos que a gravidade ali deve ser ng.
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Fig 6

Seja que a tensao na corda acima da primeira polia é 7', entao a tensao na corda acima
da segunda polia é T'/2 (por que as polias nao tem massa). Seja as a aceleragao descendente
da segunda polia, entao a segunda polia “mora efeitivamente” num mundo onde a gravidade
tem valor g — as.

Considere o subsistema de todas as polias, exceto a superior. Este subsistema infinito
é idéntico ao sistema infinito original de todas as polias. Portanto pelos argumentos del
primeiro pardgrafo acima, devemos ter

T T/2

g g—as 2 =9/ (50)

mas ao € também a aceleracao da massa superior.
Nota: Neste problema vocé pode mostrar que a aceleracao relativa da segunda e terceira
polia é
T T/4
— = —/ = a3z = g/4, (51)
g g—az—as

a aceleragao relativa da terceira e quarta polia é
T T/8

— = = a4 =g/8, 52
g g—ax—az— a4 ! / (52)

e assim por diante. A aceleracao de uma massa bem abaixo no sistema €, portanto, igual a
aN_,oo:g/2+g/4+g/8+'--:gii:g, (53)
= 2

o que faz sentido intuitivamente.
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Nota: T = 0 é solugao da equagao (50). Mas corresponde com colocar uma massa zero
no extremo inferior de um sistema de polias infinito. (ver a segunda solugao deste problema).

Sequnda solugao: Suponha que o sistema possua N — oo polias. Deixe a massa inferior
ser x. Entao pelo exemplo anterior conhecemos que as duas massas inferiores, m e x, podem
ser tratadas como uma massa f(z) onde

y A
$
4
)
4dm -+
A
31 A .
@ e
7 |
N . 4 !
2m -+ |
o |
m + |
| | i | -
m 2m 3m Am 5m €
Fig 7
4 4
fla)= 2 . (54)

T mtz 1+ (z/m)’

logo teremos uma sistema equivalente de N — 1 polias com massa inferior f(z). As duas
massas inferiores do novo sistema, m e f(x), podem ser tratadas como uma massa f(f(z) =
f@(z). Entdo agora teremos um sistema equivalente de N — 2 polias com massa inferior
@ (x). Repetindo este procedimento N — 1 vezes obtemos um sistema equivalente de uma
polia com duas massas, m (massa superior) e fN=Y(z), como é mostrado na Fig. O problema
equivalente que resulta é exatamente o primeiro exemplo analisado nestas notas, entao a
aceleracao, a, da primeira massa do sistema sera
a [N D(z)—m

g @) +m onde N — o0. (55)

Finalmente sé necessitamos achar o valor de f=Y(z) quando N — oco. Vamos desenhar
a funcdo f(x), ver Fig 7. Primeiramente notamos que o f(x) = z implica que = = 3m, ou
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seja, a funcao presenta um punto firo em x = 3m. O grafico mostra que nao importa com
que valor de x comegamos, as iteragoes se aproximam ao valor de 3m (a menos que iniciemos
em x = 0, caso em que permanecemos ld). Essas itera¢oes sdo mostradas graficamente pelas
linhas direcionadas e significam aplicar a funcao muitas vezes no préprio valor. Depois de
atingir o valor f(z) na curva, a linha se move horizontalmente para o valor 1 = f(x) e depois
verticalmente para o valor f(z1) = f(f(x)) = f®(z), logo a linha se move horizontalmente
para o valor z5 = f®(z) e logo verticalmente para o valor f(zy) = f(f®(z)) = f®(z),
e assim por diante até chegar ao valor f(zy_ o) = f(fN=2(x)) = f¥~Y(z). Claramente
fN=D(z) — 3m como N — oo, entdo podemos concluir que nossa maquina de Atwood
infinita é equivalente a apenas duas massas, m e 3m. Finalmente pela equacao (55) obtemos
que

a 3m-—m 1
2
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