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Resumo

Estas notas foram criadas por William G C Oropesa, responsdvel do Programa
ICTP-SAIFR de Introdugao & Fisica para Participagao em Olimpiadas (Nucleo IFT-
UNESP).

cédlculo de resisténcias equivalentes, uma préatica fundamental na eletrénica e na

teoria dos circuitos, remonta ao desenvolvimento inicial da teoria das redes elétricas
no século XIX. A necessidade de determinar como muiltiplas resisténcias se compor-
tam quando combinadas em circuitos complexos impulsionou o desenvolvimento de
métodos analiticos e empiricos para encontrar valores uinicos que representassem essas com-
binacoes. Tais métodos sao baseados em nos principios e leis fundamentais que descrevem o
funcionamento dos circuitos elétricos, ou seja, lei de Ohm e leis de Kirchhoff (essencialmente
leis de conservagao de carga e energia).

Mas ..., imagine que vocé tem um sistema de muitos resistores conectados por fios ideais,
de modo que o circuito resultante contem muitos nés e muitas malhas fechadas. Cada par
de n6 e malha geram duas equagoes que vinculam correntes e potenciais no circuito. Entao
se vocé tem n nés e m malhas, vamos ter que resolver um sistema de n + m equagoes para
conhecer como sao distribuidas as correntes do circuito e os potenciais nos diferentes nés.
Finalmente com essa informacao poderiamos determinar a resisténcia equivalente do circuito.

Bom, é claro que resolver um sistema de grande ntimero de equagoes com muitas incégnitas
nao é a melhor forma de perder o tempo (por exemplo num exame). Portanto, precisarmos
de métodos que permitam encontrar rapidamente a resisténcia de um circuito.

Vamos inicial com algumas conexoes simples de resistores, é claro que estamos falando de
conexoes de resistores em série e paralelo. Um conjunto Ry, R, R, ..., R,_1 de n resistores
formam uma conexdo em série quando a corrente total I que passa em cada resistor (ver
Fig 1). Por defini¢do a resisténcia equivalente, R., do circuito de resistores em série estd

relacionada com a corrente total I e a diferenca de potencial nos terminais do circuito pela
lei de Ohm

Regl = @n = 0. (1)



Fig 1. Conexao em série de um conjunto {Rg, R1, Ra, ..., R,—1} de n resistores.

A diferenga de potencial nos terminais 0 e n pode ser escrita da seguinte forma

©n — o = Pn — 1+ (1 — ¢0)
= n — P2+ (2 — 1) + (L1 — Wo)
= 0n — 03+ (3 — ©2) + (P2 — 1) + (1 — ¥o) (2)

= (n — @n-1) + (Pn-1 — Pn-2) + -+ (02 — 1) + (1 — ¥0) ,

essencialmente a equacao anterior fala que a diferenca de potencial entre os terminais do
circuito pode ser representada como a suma da diferenca de potencial nos terminais de cada
resisténcia. Entao, utilizando as equagoes (1) e (2) obtemos que

Regl = (o — 0n-1) + (Pn1 — Pn2) + -+ (02 — 1) + (1 — ¥0) , (3)

finalmente dividindo ambos os membros da (3) pela corrente total do circuito, e considerando
que pela lei de Ohm ¢; — ;1 = I R; 1 para todo i = 1,...,n, obtemos

n—1
Reg=Rny 1+ Ryst--+Ri+Ry=> R (4)
i=0

Ou seja, nosso circuito com n resistores conectados em série é equivalente a um circuito com
s6 um resistor de valor R,, dado pela equagdo (4).

Vamos considerar novamente o nosso conjunto de n resistores, mas agora conectados em
paralelo (ver Fig 2). A condi¢do é que cada resistor tem a mesma diferenga de potencial,

i n
Ri_1 Rp—1
M n'
Fig 2. Conexao em paralelo de um conjunto {Rg, R1, R, ..., R,—1} de n resistores.
Ay, entre o seus nés. Ou seja, temos que
Ap = o — Py =P1— Q1 ="+ = Pn — Ppr. (5)

Pela primeira lei de Kirchhoff a corrente total I que circula entre os terminais 0 e 0’ é igual
a soma das correntes que circulam em cada resistor, ou seja temos que

I=5L+0L+---+1,, (6)



logo dividindo ambos os membros da equagao (6) pelo valor Ay, e utilizando a lei de Ohm
R, 1I; = v; — pi = Ay para todo i = 1,...,n, obtemos que

L S SRS SRS SRR o ™
Req B RO Rl Rn—? Rn—l B X ;

Ou seja, nosso circuito de n resistores conectados em paralelo é equivalente a um circuito
com s6 um resistor de valor R., dado pela equacao (7).

Método do né equipotencial: A ideia do método é tratar diferentes nés de um circuito
que possuem potenciais iguais como s6 um né ou super-no. Neste caso, o potencial no
super-no6 é igual ao potencial dos nés que o compoem.

Se os componentes de um super-né em um circuito elétrico sao juntados por um condutor
ideal, entao as condigoes elétricas do circuito nao mudarao, pois nenhuma corrente fluira
através de este condutor.

Vejamos um par de exemplos para entender o anterior.

Exemplo 1. Encontre a resisténcia equivalente a secao do circuito mostrada na Fig 3-
esquerda, se todas as resisténcias vermelhas sao iguais a 7.

Solucao: Se conectamos os nés A e B nos terminais de uma fonte de corrente constante
(entregando a corrente I) é facil entender que os nés 1,2 e 3 possuem potenciais iguais. Na
verdade a partir de consideragoes de simetria, fica claro que as correntes que fluem através
dos ramos A-1, A-2 e A-3 sdo as mesmas e iguais a [/3. Portanto, devido & igualdade das
resisténcias desses ramos, as quedas de potenciais sobre eles também sao iguais.
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Fig 3. Circuito para o exemplo 1: esquerda conexao cibica de resisténcias, direita representagao plana
equivalente ao cubo de resisténcias. Cada resistor vermelho é de valor 7.

Da mesma forma, pode-se mostrar que os nés 4, 5 e 6 também possuem potenciais iguais.
E claro que a resisténcia do circuito ndo mudara se os nés 1, 2 e 3 estiverem conectados entre
si (super-né N) e os nés 4, 5 e 6 também estiverem conectados entre si (super-né M). Feito
isso, obtemos um circuito equivalente, representado na Fig 3-direita. A resisténcia deste



circuito nao é dificil de encontrar se conhecemos as resisténcia dos ramos A-N, N-M e M-B
Reqg = Ran + Ry + Ry (8)

onde Ray = Ry =71/3 € Ryy = /6. Finalmente obtemos que

2r r b5r
Reng‘i‘ézg. (9)

Exemplo 2. Encontre a resisténcia equivalente & secao do circuito mostrada na Fig 4-
esquerda, se todas as resisténcias vermelhas sao iguais a 7.

Solucao: Bom..., se vocé achou que a resisténcia é a mesma que no exemplo 1, entao esta
errado. Se bem ainda temos um cubo de resisténcias, observe que queremos medir resisténcia
equivalente entre dois nés diferentes ao exemplo anterior. Claramente se a corrente total [
entregada ao circuito, digamos no né A, entao ela vai se distribuir pelos diferentes ramos do
cubo de uma forma diferente a como foi distribuida no exemplo 1. Note que agora os nés 1 e 2,
assim como os nés 3 e 4 pertencem a dois super-nés diferentes (pares de nés equipotenciais).
Ao conectar os componentes de cada super-ng, obtemos um circuito equivalente (ver Fig
4-direita).
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Fig 4. Circuito para o exemplo 2: esquerda conexdo cibica de resisténcias, direita representacdo plana
equivalente ao cubo de resisténcias. Cada resistor vermelho é de valor 7.

Note que a resisténcia equivalente no novo circuito e bem simples de achar, basta fazer
algumas transformagoes em série e paralelo (ver Fig 5) e obteremos a resisténcia equivalente,
R A-B — r / 12.

Método de exclusao de circuito: Este método estd intimamente relacionado ao anterior.
Se uma secao do circuito estiver conectada entre dois nés que pertencem ao mesmo super-né
(os nés sao equipotenciais), essa segao pode ser excluida do circuito. Neste caso, seré obtido
um circuito equivalente, pois nenhuma corrente fluiu pela secio excluida. As vezes, apés
eliminar uma secao, ¢ aconselhavel conectar nés equipotenciais entre si.

Vamos comegar com algo muito simples.

Exemplo 3. Encontre a resisténcia equivalente da secao do circuito mostrado na Fig 6.

Solucao: A partir de consideracoes de simetria, é 6bvio que as correntes nos ramos A-
M e A-N sao iguais. Portanto, os nés M e N sao equipotenciais, ou seja, eles pertencem
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Fig 5. Transformagoes de equivaléncia que sao realizadas sucessivamente no circuito da Fig 4-direita até
chegar num valor de resisténcia equivalente

ao mesmo super-né. Excluindo a secao M-N, pois nenhuma corrente pode fluir entre dois
nés que pertencem ao mesmo super-né, obtemos um circuito equivalente (ver Fig 6), cuja
resisténcia equivalente é facilmente encontrada: Rap = 3r/2.
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Fig 6. Circuito para o exemplo 3. Transformagoes equivalentes (exclusdo do ramo M-N).

Exemplo 4. Encontre a resisténcia da se¢ao do circuito A-B mostrada na Fig 7. Todas as
resisténcias no diagrama sao iguais a r.

Solugdo: Note que os nés F' e F’ pertencem ao mesmo super-né (sdo equipotenciais) e,
portanto, nenhuma corrente flui através da secao IF-F’. Portanto, podemos remover a secao
F-F" e obter um circuito equivalente.

Apo6s simples transformacgoes do circuito resultante é fdcil calcular que sua resisténcia
é Rap = Tr/6. Em este exemplo podemos mudar o valor das resisténcias que formam o
pentdgono interno BDFF'D’ da estrela para outro valor (mantendo eles iguais entre si) e, o
valor da resisténcia equivalente serd outro, mas a simetria do problema permanece invariante,
ou seja, podemos resolver o problema utilizando as mesmas transformacoes. Acontecera
alguma coisa com a solugdo do problema (resisténcia equivalente) se mudamos apenas o
valor da resisténcia do ramo F-F'?

Método de reproducao de nés: Este método também estd intimamente relacionado ao
método do né equipotencial. Se a substituicao de vdrios nés equipotenciais por um (super-
no6) levar a um circuito equivalente, entao a transformagao reversa de um né por vérios nés
equipotenciais nao violard as condigoes elétricas no resto do circuito.

Vamos dar exemplos de circuitos para os quais tal transformacao é apropriada.

Exemplo 5. Encontre a resisténcia da se¢ao do circuito mostra na Fig 8. Cada resisténcia
vermelha tem um valor 7.
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Fig 7. Circuito em estrela para o exemplo 4. Conjunto de transformacoes equivalentes.

Solu¢ao: Vamos substituir o né O por trés nés, Oy, Oy e O3. Porém, ainda precisamos
provas que essas cadeias sao equivalentes. Para a equivaléncia das cadeias é necessdrio
que os nés O, Oy e O3 sejam equipotenciais. Mas isso é 6bvio, ja que a diferenca de
potencial pp, — @4 € igual & metade da diferenca de potencial usp entre os pontos A e B:
00, — A = vap/2. Também temos que wo, — Y4 = uap/2 € o, — pa = uap/2. Por isso
Yo, = Yo, = Po,, ou seja os nés O, Oz e O3 sao de fato equipotenciais, e eles pertencem ao
super-né 0. Entao podemos concluir a equivaléncia entre os dois primeiros circuitos. O passo
do segundo circuito para o terceiro circuito € trivial, assim como o resto das transformacoes
até concluir que a resisténcia equivalente do circuito é Rap = 4r/5.

®

P/ Ql P/ Q/

Fig 8. Circuito hexagonal para o exemplo 5. Conjunto de transformacoes sucessivas.



Exemplo 6. Determine a resisténcia equivalente da secao do circuito A-B mostrada na Fig
9. Todas as resisténcias vermelhas sao de valor r.

Solu¢ao: Vamos “dividir” os nés P e ) em pares de nés equipotenciais P, P, e ()1,
()>. Agora nosso circuito é uma conexao paralela de dois circuitos idénticos, entao basta
considerar um deles (ver Fig 9-direita). E facil ver que o né P; e equipotencial com o né

Fig 9. Circuito para o exemplo 6. Decomposicao do circuito complexo original em dois ramos nao tao
complexos conectados em paralelo.

1, e que os nés @1 e Q) também sdo equipotenciais, portanto, eles podem ser conectados
em um super-né, logo obtemos o circuito mostrado na Fig 9. A resisténcia do “medio”
circuito da conexao em paralelo é 117 /3. Consequentemente, a resisténcia do circuito total
é RAB =11r / 6.

Método de divisao de ramificagao: Sabemos que vérios ramos paralelos ou sequenciais
podem ser substituidos por um ramo equivalente.

O exemplo abaixo mostra que as vezes é 1itil aplicar essas regras na dire¢ao oposta - nao
para “mesclar” ramificacoes, mas para “dividi-las”.

Exemplo 7. Encontre a resisténcia R do circuito mostrado na Fig 10.

Solugao: Vamos substituir o ramo O-C' por dois ramos paralelos com resisténcias iguais
de 2r. Em seguida, bifurcamos o né C' em nés equipotenciais C e Cy (sua equipotencialidade
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Fig 10. Figura para o Exemplo 7. Sequéncia de transformagoes do circuito.

segue de consideragoes de simetria em rela¢do aos nés A e O). O circuito mostrado na segunda
Fig 10, é equivalente ao circuito da primeira Fig 10. Vamos encontrar sua resisténcia. As
segoes B-0 e B-C1-O estao conectadas em paralelo. Portanto a resisténcia Rgpo = 3r/4. Da
mesma maneira Rop = 3r/4. Agora os nés A e O estao conectados por trés ramos paralelos
com resisténcias 7r/4, r, Tr/4. A resisténcia total do circuito ¢ R = 7r/15.

Bom, uma vez que o problema foi resolvido podemos tentar responder as seguintes per-
guntas como tarefa:

1. O que vai acontecer na resposta final se mudamos os valores das resisténcias das dia-
gonais do quadrado para outro valor (mantendo todas elas iguais entre si)

2. O que vai acontecer se a mudancga proposta no item anterior sé é efetuada nas re-
sisténcias da diagonal AC'.

Conexoes infinitas:

Exemplo 8. O diagrama de circuito mostrado na Fig 11 consiste em um ntimero muito
grande (infinito) de elementos. As resisténcias dos resistores em cada elemento subsequente
diferem por um fator k das resisténcias dos resistores nos elementos anteriores. Determine
a resisténcia R p entre os pontos A e B se as resisténcias do primeiro elemento forem R; e
R;.

Solug¢ao: Segue-se de consideracoes de simetria que se removermos o primeiro elemento do
circuito, a resisténcia do circuito restante entre os pontos C' e D serd Rop = kR ap. Portanto,
o circuito equivalente da cadeia infinita terd a forma mostrada na Fig 11. Aplicando a este

A Ry C kR Kk'R1 A Ry C
) % - % o= R
B D B D

Fig 11. Circuito infinito e o circuito finito equivalente para o exemplo 8.



circuito as férmulas para a resisténcia dos resistores conectados em série e em paralelo,
obtemos

ou seja, obtemos que
(Rap — R1) (R2 + kRap) = kRaRap, (11)
de onde
KR?‘!B +[(1 = Kk)Ry — kR Rap — R1Ry =0 (12)

Vamos estudar alguns casos particulares da equagao (12). Primeiramente se x = 0, entao
obtemos que R p = R;, onde o resistor Ry esta curto-circuitado. No caso em que K — 00
teremos que Rap = Ry + Ry. No caso Kk =1 e Ry = Ry = R obtemos a equacao

1+\/3> R

5 (13)

RiB—RRAB—RQIO = RAB:<
Olhando novamente para a equagao (12), podemos notar que obviamente ela pode ter
duas solucoes, digamos ambas as solugoes serao reais no caso

(1 —K)Ry — kR]*+4kR1Ry >0 = [l —r(1+a)] +4ra >0, (14)

onde claramente « = R;/Rs > 0, entdo dado que x > 0 a desigualdade anterior sempre é
verdadeira. O leitor pode estudar os casos onde a desigualdade se transforma em igualdade.

Exemplo 9. Determine a resisténcia R p entre os pontos A e B da moldura feita de fio
fino e homogéneo (ver Fig 12), assumindo que o nimero de tridngulos equildteros embutidos
sucessivamente (com lados diminuindo pela metade) tende ao infinito. O comprimento do
lado AB é igual a [, e a resisténcia por unidade de comprimento do fio é p.

Solugcao: Segue-se de consideragoes de simetria que o circuito inicial pode ser substituido
por um equivalente (ver Fig 12). Substituimos o tridngulo "interno"composto por um nimero

Fig 12. Circuito para o exemplo 8, conjunto de tridngulos encaixados.

infinito de elementos por um resistor de resisténcia Rap/2, onde a resisténcia Rap = R,,



e a resisténcia do lado do tridngulo é R = [p. Depois de algumas transformacoes simples
obtemos que

RR,/2
RIR+ — "
o ( +R+Rz/2>  2(R’+ RR,) 5
x_R+R+ RR,/2 ~ 4R+3R, '
R+ R,/2
ou seja que
R,(4R+3R,;) =2(R*+ RR,) = 3R:+2RR,—2R’>=0. (16)

A solucgao da equagao anterior respeito de R, é também a solugao do problema. Utilizando
a solucdo geral da equacao de segundo grau obtemos que R, = R(—1 £ 1/7)/3. claramente
a solucao negativa nao tem sentido fisico, ou seja que a resisténcia medida entre os nés A e

B serd Rap = R, = lp(ﬁ —1)/3.

Finalmente vamos estudar sistemas que envolvem redes infinitas, onde podemos utilizar
o principio de superposicao.

Exemplo 10. Uma rede infinita de fios, com células quadradas, é mostrada abaixo na Fig 13.
A resisténcia de cada lado da célula menor é igual a Ry. Encontre a resisténcia equivalente

Fig 13. Rede resistiva infinita.
R, de toda a rede, entre os pontos A e B.

Solucao: Vamos considerar que conectamos uma forte de corrente nos terminais A e B.
Vamos fazer o seguinte experimento mental. Seja que a corrente I é entregada no né A, e ela
é distribuida na rede. Como quada célula tem um lado de resisténcia Ry, a distribuicao é de
fato isotrépica, ou seja, a corrente I é dividida no né6 A em quatro correntes I /4. Suponha
agora uma segunda situacao onde a corrente [ é extraida da rede no né6 B. Novamente, dada
a simetria do problema, é necessério que quatro correntes de intensidade //4 convirjam no né
B, para conseguir extrair a corrente I dele. Utilizando o principio de superposi¢ao podemos
escrever que

IR=Ry—+Ry—- = R=—. 1
04 04 2 (17)
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