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1 Capacitores

Vamos dedicar a primeira parte das notas ao estudo dos capacitores, especificamente dos
capacitores plano-paralelos. Entao é razodvel entender o qual é o aspecto de um capacitor
plano-paralelo.

Definicao 1. Um capacitor plano-paralelo é um dispositivo composto por duas placas
metadlicas, uniformemente carregadas, com cargas iguais, mas com signais opostos. As
placas sao dispostas de modo que uma fique paralela & outra, de modo que | < V/S,
onde [ é a distancia entre elas e S a drea das mesmas.

Em situacoes nao ideais, como quando h&d fuga de carga ou falhas no dielétrico, pode
haver diferencas temporarias nas cargas das placas. Além disso, em capacitores assimétricos
ou em circuitos complexos, pode-se observar uma distribui¢ao de carga desigual devido a
outros fatores externos.

Definicao 2. A principal caracteristica de um capacitor é sua capacidade ou capa-
citancia C', que é definida como o quociente entre a carga q das placas e a diferencga de
potencial Ay existente entre elas, ou seja,

q

Ap

A unidade de capacidade é o Farad F, embora submuiltiplos desta unidade sejam normal-
mente usados, como o microfarad, uF = 1076 F, e o picofarad, pF = 10712 F.

Vamos achar entao a capacitdncia de um capacitor plano-paralelo. A Fig 1 mostra as
duas placas que formam o capacitor.
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Fig 1. Capacitor plano-paralelo. O campo eletrostédtico criado pela carga +q é representado pelos vetores
azules, o campo criado pela carga —q pelos vetores vermelhos.

O campo eletrostético criado pela placa de carga +¢, coincide com o campo criado por
um plano infinito carregado com a densidade de carga superficial o = ¢/S, e é igual a
E, = 0/2¢y, onde g e a constante de permitividade dielétrica do vdcuo. O vetor EJF estd
sempre saindo da placa positiva, além de ser perpendicular a ela (vetor vermelho da Fig 1).
No caso da placa de carga —¢ teremos uma situacao similar, mas neste caso o vector E_
do campo elétrico criado pela placa sempre esta entrando nela (vetor azul da Fig 1). Pelo
principio da superposicao podemos concluir que o campo elétrico no espaco entre as placas
do capacitor é



L. o ql ql ql
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onde [ ¢ um vetor unitario (|{| = 1) orientado da placa positiva até a negativa.

Nota 1. O calculo do campo criado pelas placas do capacitor foi omitido nestas notas.
Vamos simplesmente usar este resultado como ja conhecido. Tal resultado pode ser
facilmente deduzido do teorema de Gauss, ou com um pouco mais de complexidade
dividindo a placa em pequenas cargas Ag que podem ser consideradas pontuais e em
virtude do principio da superposi¢ao somar os campos criados por cada uma dessas
cargas.

Agora que conhecemos o campo no interior do capacitor, é claro que a diferenca de
potencial eletrostatico das placas Ay estd relacionada ao campo pela formula

ql
Ap = Fl = — 2

entao a capacitancia do capacitor plano-paralelo é

4q €05
C=—=—. 3

Aol (3)
A equagao (3) indica que a capacitancia do capacitor plano-paralelo depende de dois fatores
principais, o primeiro é a geometria do capacitor e o segundo, embora seja menos evidente,
é o material que preenche o volume do capacitor. Quando o material que preenche o volume
do capacitor é o ar, o qual tem permitividade € = 1, obtemos uma expressao para C' similar
com a equagao (3). Quando o material é algum isolante (ou dielétrico) com permitividade
e > 1, a formula da capacitancia adota a forma

_ €oeS

C=— (4)

Nota 2. Os dielétricos nao serao estudados neste minicurso, entao vamos focar nosso
estudo na equagao (3).

Em geral os capacitores sao utilizados para armazenar energia em forma de campo
elétrico. Mas o que isso realmente significa?

Seja que numa regiao do espaco de volume V' existe um campo elétrico E (r), entao a
densidade de energia do campo é definida como

_ B2 (1)

wir) = 2220, )

entao a energia armazenada no volume analisado sera

U— / w(r')dV”. (6)
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No caso do capacitor plano-paralelo temos que V' = Sl e E(7) = ql/e(S, obtemos que

2 272 2713
€0 ql , gl / ,ql
U= — —_— dV' = dV' = . 7
¢ 2 (505) 26052 2805 ( )
1% 1%

Evidentemente a energia do capacitor plano-paralelo pode ser escrita também como

¢ _ClAp)* _ qAp

UC:%: 5 5 (8)

A demostracao das diferentes expressoes para o calculo da energia do capacitor ficam como
exercicio para o leitor.
Agora vamos analisar alguns exemplo.

FExemplo 1.1. Quatro placas de metal idénticas estao localizadas no ar a distancias iguais [,
uma das outras. A drea de cada placa é igual a S. Encontre a capacitiancia do sistema entre
os pontos A e B, considerando que as placas estao interconectadas como mostra na Fig 2.
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Fig 2. Esquema de placas metdlicas para solugao do exemplo 1.1.

Solucao: Neste problema as placas 1 e 4 estao conectadas por um fio condutor, entao é
evidente que 1 = @4, jd que todo o sistema pode ser considerado como um condutor tinico.
Seja que as cargas das placas 2 e 3 sa0 g2 = qp € g3 = —qp, entao nas placas 1 e 4 serao
induzidas as cargas ¢ = —q e ¢4 = ¢ (note que estamos utilizando o fato que ¢; + g2 = 0).

Neste caso temos que

E'l=Ap = py — 3,
além de que
1= 1 =0=(p1 = @2) + (02 — 3) + (o3 — 4) ,
ou seja
Ap
TR

Utilizando as equagoes anteriores é simples notar que 2F = E’ Neste problemas temos
que E' = (g0 — q)/e0S e também que E = ¢/eyS, entao pela relagdo dos campos obtemos
que 2q = qo — ¢, ou seja que ¢ = qo/3. Finalmente obtemos que

0=-El+Ap—El = E-=

B _ Q@ _ 3e05
3g0S 21 Ap 21




Outra situacao interessante é a introducao de uma placa metdlica no interior de um
capacitor. E bem conhecido que o campo elétrico no interior de um condutor é nulo, o
que, pelo teorema de Gauss implica que a carga de um condutor estd situada apenas na sua
superficie. Vamos analisar o seguinte exemplo

FExemplo 1.2. A drea das armaduras de um capacitor plano é S e a distancia entre elas é d.
Como serd modificada a capacidade do capacitor se, como é mostrado na Fig 3, uma placa
metalica de espessura d/3 for colocada entre suas armaduras?

3} - -5 - -

Fig 3. Esquema de capacitor e conductor entre as armaduras para solucao do exemplo 1.2

Solucao: Quando o capacitor nao tem a placa metdlica entre suas armaduras sua capa-
citancia é Cy = €9S/d. Com a introdugao da placa parte do espago no interior do capacitor
ficard preenchido pela placa. Seja que as armaduras do capacitor sao carregadas com cargas
q e —q, entao o campo criado pelas armaduras levard ao aparecimento de carga induzida
nas superficies da placa metdlica. As cargas induzida criarao um campo elétrico que vai se
anular com o campo criado pelas armaduras, de modo que no interior do condutor o campo
total seja zero. Neste caso, a capacitancia do capacitor é C' = ¢/ A, mas

q (2d _x> L 2qd O— 3eoS _ 3Ch

Ap

= — _ —= :> _
EQS 3 EoS 3805 2d 2

1.1 Conexoes de capacitores.

Com frequéncia os circuitos elétricos presentam mais de um capacitor operando, e resulta
itil determinar a capacitancia equivalente do sistema de capacitores. Primeiramente vamos
considerar um conjunto {Cy, C1,Cy,...,C,_1} de n capacitores conectados em série, como
é representado na Fig 4. Se olhamos dois capacitores adjacentes, por exemplo C;_; e C},
podemos notar que a placa direita de C;_; e a placa esquerda de C; formam um condutor
isolado, e pelo tanto eletro-neutro. Entao podemos concluir que ¢;_1 — ¢; = 0 para todo
¢t = 1,...,n. Finalmente obtemos que qualquer capacitor do sistema apresenta a mesma
carga ¢o. Utilizando que a capacitancia equivalente é dada pela equagao

4o
C Y =@ ®o ( )

eq



A diferenca de potencial nos terminais 0 e n pode ser escrita da seguinte forma

©n — P0 = on — 1+ (Y1 — ¥o)
= ¢n — 2+ (p2 — 1)
= ¢ — @3+ (3 — ¥2)

(901 - %00)

+
+ (w2 — ¢1) + (1 — o) (10)

= (@n = @n—1) + (Pno1 = Pn—2) + -+ (02 — 1) + (V1 — o) ,

Finalmente obtemos que

Co Cy Cs G Cr1
0 1 2 3 i i+1 n—-1 n
~" |+ -+ I+ - 1+ - 1+
Fig 4. Conexao em série de um conjunto {Cy, C1,Co,...,Cph_1} de n capacitores.

qo
o= (Pn = ©n-1) + (Y1 — Pn_2) + -+ (P2 — 1) + (1 — o)
eq

ou seja que obtemos

o (11)

Ou seja, nosso circuito com n capacitores conectados em série é equivalente a um circuito
com s6 um capacitor de capacitancia C,, dada pela equacao (11).

Vamos considerar agora uma conexao em paralelo de capacitores, similar com a mostrada
na Fig 5

¢
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Fig 5. Conexao em paralelo de um conjunto {Cy, C1,Cs,...,C,_1} de n capacitores.

Neste caso temos que a carga total do sistema é ¢ = qo + q1 + - - + ¢,—1 € a diferenca de
potencial entre os terminais de qualquer capacitor é a mesma. Entao

n—1
CegAp = CoAp + CrAp+ -+ CiAp = Ceg=» Ci (12)
=0

FExemplo 1.3. No circuito mostrado na Fig 6, o fechamento da chave K nao varia a capa-
citancia equivalente do sistema. Determine o valor de C,.
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Fig 6. Esquema de capacitores para o exemplo 1.3.

Solugao: Quando a chave esta fechada temos que o capacitor C' superior esta e paralelo
com C,, o que resulta em um capacitor equivalente C; = C' + C,. O capacitor 2C' e o
capacitor C inferior também estao conectados em paralelo, entao podem ser substituidos
por um capacitor Cy, = 3C. Neste caso os capacitores resultantes C e Cy estao conectados
em série, entao a capacitancia equivalente é

CCq _3C(C+Cx)
01+02_ 4C+C,

Quando a chave esta aberta os capacitores C' e 2C' superiores estao conectados em série,
entdo podem ser trocados por um capacitor ' = 2C'/3. Os capacitores inferiores C' e C,,
também conectados em série podem ser trocados pelo capacitor equivalente C) = CC,/(C' +
C,). Finalmente, como C] e C) estao conectados em paralelo, obtemos a capacitancia
equivalente

Cclose =

2C cc
Copen = C1 +C = — + =,
P s o+,
A condic@o do problema indica que Cypen = Celose, €n1t@o ¢ inmediato que C, = C/2.

Os capacitores podem aparecer com outros elementos de circuito, por exemplo uma ba-
teria com forca eletromotriz &. Vamos considerar a seguinte se¢ao de circuito, ver Fig 7.
Suponha que conhecemos a diferenga de potencial ¢, — ¢, € a nossa missao é achar a carga
em cada capacitor. Bom ..., achar a carga, a fim das contas os capacitores estao conectados
em série.

Pela lei de Ohm obtemos que

q q
m oy =Ap —E+Apy= L e L 13
Pa — Pb $1 + Ao C +C2 (13)

ou seja que

(14)

11 C10y (8 + Apap)
a—p=q(=+=]—-¢ = q= :
po = (cl 02> ! C1 + C;

onde ASpab = Pa — Pb-

Nota 3. Se a polaridade da forga electromotriz for diferente, mas os sinais das cargas
nas placas dos capacitores for igual, entao a lei de Ohm tem a forma

q q
o — =A E+ANpg=—+ &+ —.
@, Vp Y1+ 6 + Apg Cl+ +(J2



Fig 7. Representacao grifica da lei de Ohm.

Vejamos um exemplo relacionado com a lei de Ohm.

FExemplo 1.4. Encontre a carga de cada um dos capacitores C;, Cy e C3 cujo circuito de
acoplamento é apresentado na Fig 8. A forca eletromotriz da bateria é &.

i CQ 3 gz
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Fig 8. Circuito para exemplo 1.4. As linhas vermelhas limitam um condutor isolado.

Solucao: A capacitancia equivalente do sistema é
Cy (Cy + Cs)
Ch+ Cy+ Cy’

entao a carga total é () = C'&’, note que esta carga coincide com a carga do capacitor C', ou
seja que

O:

_ EC (Cy+ Cy)
O+ G+ Gy
Como o condutor isolado fechado pelas linhas vermelhas é eletro-neutro, temos que ¢; —
g2 — g3 = 0, mas, é claro que os capacitores Cy e (3 estao conectados em paralelo, entao

q1



q2/Cy = q3/C3. Finalmente, utilizando as equagoes anteriores obtemos que

I ete L GG
2= 0, 1 O B o T+ s

1.2 Métodos para calcular capacitancias equivalentes

Geralmente qualquer circuito de capacitores pode ser transformado em um conjunto de
capacitores em séries y paralelos, embora as transformagoes nao sao tao simples em alguns
Casos.

Primeiramente vamos estudar um exemplo cldssico e historico no contexto das olimpiadas
de fisica.

Ezxemplo 1.5. Encontre a capacitancia de um sistema de capacitores, entre os pontos 1 e 4,
mostrados no diagrama da Fig 9

s

Fig 9. Esquema de capacitores do exemplo 1.5

Pelo esquema mostrado, é claro que o potencial dos nés 1 e 3 sao iguais. Também
podemos garantir a igualdade dos potenciais nos nés 2 e 4. Entao o circuito original pode
ser substituido pelo circuito equivalente que presentamos na Fig 10:

Fig 10. Circuito equivalente ao presentado na Fig 9

Finalmente obtemos que Cjy = C+ C + C = 3C

Agora vamos estudar um exemplo que deve ser analisado com muita tranquilidade, onde
nao temos uma situagao tao simétrica.

FExemplo 1.6. Encontre a capacitancia do sistema de capacitores conectados conforme a Fig
11.

Solugao: Vamos denotar por ¢; e ¢; = Cjp; a tensao e carga no capacitor de capacitancia
C; (ver Fig 12). Se este sistema de capacitores estiver conectado a uma bateria com forga
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Fig 11. Sistema de capacitores do exemplo 1.6

eletromotriz &, entao a capacidade total do sistema é dada por

_ T +q2  Cipr + Copo

C = 15

T=">( y2 (15)
Vamos anotar as relagoes ébvias (ver Fig 12):

1+ p2 =6, (16)

P4+ P5 = @@7 (17)

01+ p3+ s =6. (18)

Levando em consideragao a polaridade esperada da carga no capacitor C, a lei da con-
servagao da carga, escrita para as dreas selecionadas em cores (ver Fig 12), dd

G—@—¢=0 e @g+qg—qg=0. (19)

Estas equagoes, apos substituir os valores de capacitdncia correspondentes, sao reduzidas
para
1 — 209 — 33 = 0, (20)

Resolvendo o sistema de equagoes (16) - (21), podemos encontrar as tensoes @ e @a:

5 4
1= 5(50 e (g = 56" (22)

Entéao, finalmente, de acordo com a expressao (15), temos

10



Fig 12. Sistema de capacitores conectado a uma bateria com forca eletromotriz &. Os circuitos descontinuos
em azul e vermelho encerram condutores isolados com carga total nula

Ch, g0 — ——Cyq=0 C, 1= — (O, q2

R
T+
]+

Fig 13. Esquema para analisar a redistribuicao de cargas no circuito. Na esquerda temos as condigoes
iniciais, mas nao temos equilibrio de cargas

1.3 Carregando Capacitores

Suponha que contamos com uma bateria com forca eletromotriz & e dois capacitores, de
capacitancia C; e Cs, que estao inicialmente descarregados. Vamos analisar diferentes si-
tuacoes.

Seja que o capacitor (] é conectado com a bateria e, apds se estabelecer o equilibrio no
sistema, a bateria é desconectada e o capacitor C; é conectado ao capacitor Cy formando um
circuito fechado. A questao é determinar as cargas nos capacitores apds a ultima conexao
(ver Fig 13).

Apés a conexao de Cy com a bateria, a carga no primeiro capacitor sera ¢ = C1&. Passado
um tempo suficiente, apds a conexao dos capacitores, a carga ¢ vai se distribuir nas placas
dos capacitores até eles ficar com a mesma diferenca de potencial. Sejam as cargas ¢, e g,
entao pela lei de conservacao da carga temos que ¢ = q; +¢2, pela condi¢ao de igual potencial
nos capacitores ¢;/Cy = ¢2/Cs, ou seja

C26 ety

=t = 24
n C1+ Cy © Cy+Cy (24)

Finalmente vamos desconectar os capacitores e conectar eles de volta com a particula-
ridade de que a placa positiva do primeiro capacitor é ligada a placa negativa do segundo

11



capacitor, ver Fig 14. As outras placas sao ligadas de forma que o circuito é fechado. En-
contremos as cargas e o potencial nos capacitores apés atingido o novo equilibrio.

BRE
T+
IRk

Ci, s — — O, @ Ci,q1 — — (s, 4

+| ]!

Fig 14. Esquema para analisar a redistribuicao de cargas no circuito. Na esquerda temos as condigoes
iniciais, mas nao temos equilibrio de cargas. Neste caso note que inicialmente as placas de sinais contrarios
estao conectadas.

Pela lei da conservacao da carga temos que ¢; — ¢2 = ¢} + ¢, além da condi¢do que
garante a igualdade dos potenciais nos capacitores, ou seja, ¢ = q;/C1 = ¢5/Cs, entao

4 Cy (Q1 - C]2>
—_ pr— ! 1 —_— :> ! S 2
IR %(+@) =00, (25)

ou seja que

| ECICy (Cr = Cy) _ECEH(C = Cy)

q 0 26
? (Cy + Cy)? (O + Gy (26)
A tensao neste caso é 20 (Cr— O
= 1 (G — 22>. (27)
(Cy + Cy)

1.3.1 Maxima tensao

Que tensao méaxima podemos obter se temos uma bateria com forca eletromotriz & e dois
capacitores idénticos sem fugas de cargas?

Ao carregar cada um dos capacitores utilizando a bateria até a tensao ¢y = & y conectar
a bateria em série com os capacitores como é mostrado na Fig 15, podemos obter a tensao
Ay, = 3&. Mas, esta nao é a tensao maxima possivel.

N N T
|
+11- + 1" - +1 1=

Fig 15. Esquema de conexao em série

Vamos conectar em série a bateria com um dos capacitores carregados e com o segundo
capacitor fechamos o circuito como é mostrado na Fig 16. Seja que as cargas dos capacitores,
apos o equilibrio, sao ¢ e ¢, € as tensoes nos capacitores sao @ e s, pela lei de Ohm obtemos
que

&+ ©1 = Pa. (28)

A carga total das placas direitas (ver Fig 16) dos capacitores é igual a 2C'&". Esta carga
tem que é distribuida nas placas, mas ela nao pode mudar o valor pela lei da conservacao da
carga. Logo temos

@+ q =208. (29)

12
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Fig 16. Esquema de conexao secunddrio. Na esquerda temos o problema inicial, mas nao temos equilibrio
de cargas.

Solucionando as equagoes anteriores obtemos que

& & &

2= 2 2

O que implica que ¢; = &/2 e ps = 3&/2. Finalmente podemos novamente conectar a
bateria com o capacitor C] e levar ele para a tensao ¢; = &. Uma vez foi terminado o
protocolo anterior, retornando a Fig 15 podemos conseguir

38 1&
App=E+E+ —=—. (31)

2 2
Suponha que o protocolo é repetido um nimero n muito grade de vezes. No inicio de
cada passo, o capacitor 1 inicia com a tensao & e a carga C'&. No j-ésimo passo o capacitor

2 terd a carga o j € a tensao ¢y ; = ¢2,;/C, que estao vinculadas pelas condigoes

qo + q2,5-1 = q1,; + q2,5, (32)
Etprj=w2; = qj=q;—CE (33)

onde j = 1,...,n. Juntando as equagoes obtemos que
Cc& + q2,i-1 = 2(]27]' —C& = 2q2’j —(q25-1— 208 = 0. (34)

Note que a equagao anterior pode ser escrita em termos dos potenciais ¢, ; na forma

902,3':%-1—0(5" onde j=1,...,n (35)
Notemos que
1 1
P25 — P21 = 2 (21— poj2) == 57—1 (2,1 — 2,0) , (36)
finalmente 1
P25 = P21 = 5 (21 — ¥20) - (37)

13



Somando para 7 = 1,2,...,n a igualdade anterior obtemos que

n n 1

1
Z (2,5 — P2,-1) = (P21 — ¥2,0) Z 51 2 (p2,1 — ©20) <1 - 2—n) : (38)

j=1 j=1

mas também temos que
n

Z (902,3' - 902,]'71) = P20 — ¥2,0, (39)

j=1

dado que é uma suma telescépica. Finalmente

1
Van — P20 = 2 (P2,1 — P2,0) (1 - Q—n) : (40)
Utilizando que @99 = & € @91 = 38 /2. Entao @91 — w20 = &/2,

wz,n:£+5(1—2in):£( —%) (41)

note que quando n — 0o entao ¢, o — 2&. Finalmente temos que, pelo esquema da Fig 15
obtemos que Apy, — 48&.

14



2 Meétodos para calcular resisténcias equivalentes

O célculo de resisténcias equivalentes, uma pratica fundamental na eletroénica e na teoria dos
circuitos, remonta ao desenvolvimento inicial da teoria das redes elétricas no século XIX. A
necessidade de determinar como multiplas resisténcias se comportam quando combinadas em
circuitos complexos impulsionou o desenvolvimento de métodos analiticos e empiricos para
encontrar valores unicos que representassem essas combinagoes. Tais métodos sao baseados
em nos principios e leis fundamentais que descrevem o funcionamento dos circuitos elétricos,
ou seja, lei de Ohm e leis de Kirchhoff (essencialmente leis de conservagao de carga e energia).

Mas ..., imagine que vocé tem um sistema de muitos resistores conectados por fios ideais,
de modo que o circuito resultante contem muitos nés e muitas malhas fechadas. Cada par
de n6 e malha geram duas equagoes que vinculam correntes e potenciais no circuito. Entao
se vocé tem n nés e m malhas, vamos ter que resolver um sistema de n + m equagoes para
conhecer como sao distribuidas as correntes do circuito e os potenciais nos diferentes nos.
Finalmente com essa informacao poderiamos determinar a resisténcia equivalente do circuito.

Bom, é claro que resolver um sistema de grande niimero de equacoes com muitas incégnitas
nao é a melhor forma de perder o tempo (por exemplo num exame). Portanto, precisarmos
de métodos que permitam encontrar rapidamente a resisténcia de um circuito.

Vamos inicial com algumas conexoes simples de resistores, é claro que estamos falando de
conexoes de resistores em série e paralelo. Um conjunto Ry, R1, Ro, ..., R,_1 de n resistores
formam uma conexdo em série quando a corrente total I que passa em cada resistor (ver
Fig 17). Por defini¢ao a resisténcia equivalente, R, do circuito de resistores em série estd
relacionada com a corrente total I e a diferenca de potencial nos terminais do circuito pela
lei de Ohm

R I = ¢, — . (42)

A diferenca de potencial nos terminais 0 e n pode ser escrita da seguinte forma

©n — Po = Pn — p1 + (01 — ©0)
= n — P2+ (P2 — ¢1)
= n — @3+ (3 — ©2)

+ (1 — ¢o)
+ (92 — 1) + (1 — ¢0) (43)
= (Yn = Pn-1) + (Pn-1 — Pn2) + -+ (2 — 1) + (1 — o) ,

essencialmente a equacao anterior fala que a diferenca de potencial entre os terminais do
circuito pode ser representada como a suma da diferenca de potencial nos terminais de cada
resisténcia. Entao, utilizando as equagoes (42) e (43) obtemos que

Regl = (0n — on-1) + (On-1 — @n—2) + -+ (02 — 1) + (1 — o) , (44)

finalmente dividindo ambos os membros da (44) pela corrente total do circuito, e conside-
rando que pela lei de Ohm ¢; — p; 1 = IR; 1 para todo ¢ =1,...,n, obtemos

n—1
Reg= Ry 1+ Ry a+---+Ri+Ro=>» R (45)
=0
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Fig 17. Conexéo em série de um conjunto {Ry, R1, Ra, ..., R,—1} de n resistores.

Ou seja, nosso circuito com n resistores conectados em série é equivalente a um circuito com
s6 um resistor de valor R., dado pela equagdo (45).

Vamos considerar novamente o nosso conjunto de n resistores, mas agora conectados em
paralelo (ver Fig 18). A condi¢@o é que cada resistor tem a mesma diferenga de potencial,

(] n
R1_1 Rnfl
4 n’
Fig 18. Conexao em paralelo de um conjunto {Rg, Ry, Ra, ..., R,—1} de n resistores.
Ay, entre o seus nés. Ou seja, temos que
Ap=po— o =¢1—Pr ="""=Pp— Pu. (46)

Pela primeira lei de Kirchhoff a corrente total I que circula entre os terminais 0 e 0" é igual
& soma das correntes que circulam em cada resistor, ou seja temos que

I=L+1,+---+1,, (47)

logo dividindo ambos os membros da equagao (47) pelo valor Ay, e utilizando a lei de Ohm
R, 1I; = v; — vy = Ay para todo i = 1,...,n, obtemos que

LS RS SRS SR — 1
Req B R0 Rl Ran Rnfl

(48)

Ou seja, nosso circuito de n resistores conectados em paralelo é equivalente a um circuito
com s6 um resistor de valor R., dado pela equagio (48).

2.1 Meétodo do né equipotencial

A ideia do método é tratar diferentes nés de um circuito que possuem potenciais iguais como
s6 um né ou super-nd. Neste caso, o potencial no super-né é igual ao potencial dos nés que
0 compoem.

Se os componentes de um super-né em um circuito elétrico sao juntados por um condutor
ideal, entao as condicgoes elétricas do circuito nao mudarao, pois nenhuma corrente fluird
através de este condutor.

Vejamos um par de exemplos para entender o anterior.
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Ezxemplo 2.1. Encontre a resisténcia equivalente a secao do circuito mostrada na Fig 19-
esquerda, se todas as resisténcias vermelhas sao iguais a r.

Solugao: Se conectamos os nés A e B nos terminais de uma fonte de corrente constante
(entregando a corrente I) é fécil entender que os nés 1,2 e 3 possuem potenciais iguais. Na
verdade a partir de consideracoes de simetria, fica claro que as correntes que fluem através
dos ramos A-1, A-2 e A-3 s@o as mesmas e iguais a /3. Portanto, devido & igualdade das
resisténcias desses ramos, as quedas de potenciais sobre eles também sao iguais.

HEENN

Fig 19. Circuito para o exemplo 2.1: esquerda conexao ctubica de resisténcias, direita representagao plana
equivalente ao cubo de resisténcias. Cada resistor vermelho é de valor r.

Da mesma forma, pode-se mostrar que os nés 4, 5 e 6 também possuem potenciais iguais.
E claro que a resisténcia do circuito ndo mudard se os nés 1, 2 e 3 estiverem conectados entre
si (super-né N) e os nés 4, 5 e 6 também estiverem conectados entre si (super-né M). Feito
isso, obtemos um circuito equivalente, representado na Fig 19-direita. A resisténcia deste
circuito nao é dificil de encontrar se conhecemos as resisténcia dos ramos A-N, N-M e M-B

Reqg = Rany + Ryv + Ry (49)

onde Ray = Ryp =71/3 € Ryy = r/6. Finalmente obtemos que

2r  r  or
Ry=—+4—-=—. 20
Exemplo 2.2. Encontre a resisténcia equivalente & secao do circuito mostrada na Fig 20-

esquerda, se todas as resisténcias vermelhas sao iguais a r.

Solu¢ao: Bom..., se vocé achou que a resisténcia é a mesma que no exemplo 2.1, entao esta
errado. Se bem ainda temos um cubo de resisténcias, observe que queremos medir resisténcia
equivalente entre dois nés diferentes ao exemplo anterior. Claramente se a corrente total [
entregada ao circuito, digamos no né A, entao ela vai se distribuir pelos diferentes ramos
do cubo de uma forma diferente a como foi distribuida no exemplo 2.1. Note que agora
os nés 1 e 2, assim como os nés 3 e 4 pertencem a dois super-nés diferentes (pares de
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Fig 20. Circuito para o exemplo 2.2: esquerda conexao ctubica de resisténcias, direita representagao plana
equivalente ao cubo de resisténcias. Cada resistor vermelho é de valor r.

nés equipotenciais). Ao conectar os componentes de cada super-né, obtemos um circuito
equivalente (ver Fig 20-direita).
Note que a resisténcia equivalente no novo circuito e bem simples de achar, basta fazer

algumas transformagoes em série e paralelo (ver Fig 21) e obteremos a resisténcia equivalente,
R A-B — r / 12.

Ml
Ml
[NIR
[NIR
—
N

1,2 1,2

2r —

3.4 ® 4 3.4 3,4 A

r r
2 2

[Vl
[l

Fig 21. Transformagoes de equivaléncia que sdo realizadas sucessivamente no circuito da Fig 20-direita até
chegar num valor de resisténcia equivalente

2.2 Meétodo de exclusao de circuito

Este método estd intimamente relacionado ao anterior. Se uma seg¢ao do circuito estiver
conectada entre dois nés que pertencem ao mesmo super-né (0s nés sao equipotenciais),
essa secao pode ser excluida do circuito. Neste caso, serd obtido um circuito equivalente,
pois nenhuma corrente fluiu pela secio excluida. As vezes, apés eliminar uma secdo, é
aconselhdvel conectar nés equipotenciais entre si.

Vamos comegar com algo muito simples.

FExemplo 2.3. Encontre a resisténcia equivalente da secao do circuito mostrado na Fig 22.

Solugao: A partir de consideragoes de simetria, é 6bvio que as correntes nos ramos A-
M e A-N sao iguais. Portanto, os nés M e N sao equipotenciais, ou seja, eles pertencem
ao mesmo super-né. Excluindo a secao M-N, pois nenhuma corrente pode fluir entre dois
nés que pertencem ao mesmo super-né, obtemos um circuito equivalente (ver Fig 22), cuja
resisténcia equivalente é facilmente encontrada: Rap = 3r/2.
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Fig 22. Circuito para o exemplo 2.3. Transformagdes equivalentes (exclusdo do ramo M-N).

FExemplo 2.4. Encontre a resisténcia da sec¢ao do circuito A-B mostrada na Fig 23. Todas as
resisténcias no diagrama sao iguais a 7.

Solugao: Note que os nés F' e F' pertencem ao mesmo super-né (sdo equipotenciais) e,
portanto, nenhuma corrente flui através da secao IF-F’. Portanto, podemos remover a secao
F-F' e obter um circuito equivalente.

A
T T
F! F
. _Tr
- 2r 2r —
El 3 6
D’ D
2r 2r
3 3
B

Fig 23. Circuito em estrela para o exemplo 2.4. Conjunto de transformagoes equivalentes.

Ap6s simples transformagoes do circuito resultante é fdcil calcular que sua resisténcia
é Rap = Tr/6. Em este exemplo podemos mudar o valor das resisténcias que formam o
pentdgono interno BDF F'D’ da estrela para outro valor (mantendo eles iguais entre si) e, o
valor da resisténcia equivalente serd outro, mas a simetria do problema permanece invariante,
ou seja, podemos resolver o problema utilizando as mesmas transformacoes. Acontecera
alguma coisa com a solugdo do problema (resisténcia equivalente) se mudamos apenas o
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valor da resisténcia do ramo F-F"?

2.3 Meétodo de reproducao de nés

Este método também estd intimamente relacionado ao método do né equipotencial. Se a
substitui¢ao de vérios nés equipotenciais por um (super-né) levar a um circuito equivalente,
entao a transformacao reversa de um né por varios nés equipotenciais nao violard as condicoes
elétricas no resto do circuito.

Vamos dar exemplos de circuitos para os quais tal transformacao é apropriada.

Exemplo 2.5. Encontre a resisténcia da se¢ao do circuito mostra na Fig 24. Cada resisténcia
vermelha tem um valor 7.

Solu¢ao: Vamos substituir o né O por trés nés, Oy, Oy e O3. Porém, ainda precisamos
provas que essas cadeias sao equivalentes. Para a equivaléncia das cadeias é necessdrio
que os nés O, Oy e O3 sejam equipotenciais. Mas isso é 6bvio, ja que a diferenca de
potencial pp, — @4 € igual & metade da diferenca de potencial usp entre os pontos A e B:
0o, — A = vap/2. Também temos que wo, — Y4 = uap/2 € Yo, — pa = uap/2. Por isso
Yo, = Yo, = Po,, ou seja os nés O, 02 e O3 sao de fato equipotenciais, e eles pertencem ao
super-né O. Entao podemos concluir a equivaléncia entre os dois primeiros circuitos. O passo
do segundo circuito para o terceiro circuito € trivial, assim como o resto das transformacoes
até concluir que a resisténcia equivalente do circuito é Rap = 4r/5.

P’ Q'

Fig 24. Circuito hexagonal para o exemplo 2.5. Conjunto de transformacoes sucessivas.

FExemplo 2.6. Determine a resisténcia equivalente da se¢ao do circuito A-B mostrada na Fig
25. Todas as resisténcias vermelhas sao de valor .

Solucao: Vamos “dividir” os nés P e () em pares de nés equipotenciais P, P, e ()1,
(2. Agora nosso circuito é uma conexao paralela de dois circuitos idénticos, entao basta
considerar um deles (ver Fig 25-direita). E facil ver que o né P, e equipotencial com o né

!/, e que os nés @1 e Q) também sdo equipotenciais, portanto, eles podem ser conectados
em um super-nd, logo obtemos o circuito mostrado na Fig 25. A resisténcia do “medio”
circuito da conexao em paralelo é 11r/3. Consequentemente, a resisténcia do circuito total

é RAB = 117"/6.
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Fig 25. Circuito para o exemplo 2.6. Decomposi¢ado do circuito complexo original em dois ramos nao tao
complexos conectados em paralelo.

2.4 Meétodo de divisao de ramificacao

Sabemos que vdrios ramos paralelos ou sequenciais podem ser substituidos por um ramo
equivalente.

O exemplo abaixo mostra que as vezes é 1til aplicar essas regras na direcao oposta - nao
para “mesclar” ramificacoes, mas para “dividi-las”.

Exemplo 2.7. Encontre a resisténcia R do circuito mostrado na Fig 26.

Solugao: Vamos substituir o ramo O-C' por dois ramos paralelos com resisténcias iguais
de 2r. Em seguida, bifurcamos o n6 C' em nés equipotenciais C; e Cy (sua equipotencialidade
segue de consideragoes de simetria em relacao aos nés A e O). O circuito mostrado na segunda
Fig 26, é equivalente ao circuito da primeira Fig 26. Vamos encontrar sua resisténcia. As
segoes B-0 e B-C1-O estao conectadas em paralelo. Portanto a resisténcia Rgpo = 3r/4. Da
mesma maneira Rop = 3r/4. Agora os nés A e O estao conectados por trés ramos paralelos
com resisténcias 7r/4, r, 7r/4. A resisténcia total do circuito é R = 7r/15.

Bom, uma vez que o problema foi resolvido podemos tentar responder as seguintes per-
guntas como tarefa:

1. O que vai acontecer na resposta final se mudamos os valores das resisténcias das dia-
gonais do quadrado para outro valor (mantendo todas elas iguais entre si)
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Fig 26. Figura para o Exemplo 2.7. Sequéncia de transformagoes do circuito.

2. O que vai acontecer se a mudanca proposta no item anterior s6 é efetuada nas re-
sisténcias da diagonal AC.

2.5 Conexoes infinitas

FExemplo 2.8. O diagrama de circuito mostrado na Fig 27 consiste em um nimero muito
grande (infinito) de elementos. As resisténcias dos resistores em cada elemento subsequente
diferem por um fator x das resisténcias dos resistores nos elementos anteriores. Determine
a resisténcia R p entre os pontos A e B se as resisténcias do primeiro elemento forem Ry e

Rs.

Solucao: Segue-se de consideracoes de simetria que se removermos o primeiro elemento do
circuito, a resisténcia do circuito restante entre os pontos C' e D serd Rop = kR ap. Portanto,
o circuito equivalente da cadeia infinita tera a forma mostrada na Fig 27. Aplicando a este

A B o rR1 K'Ry A B o

Ry KR k' Ro == Ry IHRAB = Rup

®

B D B D

Fig 27. Circuito infinito e o circuito finito equivalente para o exemplo 2.8.

circuito as férmulas para a resisténcia dos resistores conectados em série e em paralelo,
obtemos

K/RQRAB
Rap=R1 + —"—F7— 51
ap =Rt g (51)
ou seja, obtemos que
(Rap — R1) (Ro+ kRap) = kRoRap, (52)
de onde
’%RZB -+ [(1 — H)RQ — /ﬁ?Rl] RAB — R1R2 =0 (53)
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Vamos estudar alguns casos particulares da equagao (53). Primeiramente se x = 0, entao
obtemos que R, p = R;, onde o resistor Ry esta curto-circuitado. No caso em que Kk — 00
teremos que Rap = Ry + Rs. No caso k =1 e Ry = Ry = R obtemos a equacao

1+\/5> R

(54)

Rip—RRap—R*=0 = RAB:< 5

Olhando novamente para a equagao (53), podemos notar que obviamente ela pode ter
duas solucoes, digamos ambas as solugoes serao reais no caso

[(1—K)Ry — kR +46RiRy >0 = [1—k(1+a)]®+4ka >0, (55)

onde claramente o = R;/Rs > 0, entdo dado que k > 0 a desigualdade anterior sempre é
verdadeira. O leitor pode estudar os casos onde a desigualdade se transforma em igualdade.

Ezxemplo 2.9. Determine a resisténcia Rap entre os pontos A e B da moldura feita de fio
fino e homogéneo (ver Fig 28), assumindo que o nimero de tridngulos equildteros embutidos
sucessivamente (com lados diminuindo pela metade) tende ao infinito. O comprimento do
lado AB é igual a [, e a resisténcia por unidade de comprimento do fio é p.

Solug¢ao: Segue-se de consideragoes de simetria que o circuito inicial pode ser substituido
por um equivalente (ver Fig 28). Substituimos o tridngulo "interno"composto por um nimero

Fig 28. Circuito para o exemplo 2.8, conjunto de tridngulos encaixados.

infinito de elementos por um resistor de resisténcia R4p/2, onde a resisténcia Rap = R,,
e a resisténcia do lado do tridngulo é R = [p. Depois de algumas transformagoes simples
obtemos que

RR,/2
R(R+ ——
R - ( +R+R$/2) _ 2(R*+ RR,) (56)
T Rt R4 RR,/2 ~— 4R+3R, '
R+ R,/2
ou seja que
R,(4R+3R,;) =2(R*+ RR,) = 3R:+2RR,—2R’>=0. (57)

A solugao da equagao anterior respeito de R, é também a solugao do problema. Utilizando
a solucao geral da equagao de segundo grau obtemos que R, = R(—1+ VT )/3. claramente
a solucao negativa nao tem sentido fisico, ou seja que a resisténcia medida entre os nés A e
B serd Rap = R, = Ip(\/T—1)/3.
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Finalmente vamos estudar sistemas que envolvem redes infinitas, onde podemos utilizar
o principio de superposicao.

FExemplo 2.10. Uma rede infinita de fios, com células quadradas, é mostrada abaixo na Fig 29.
A resisténcia de cada lado da célula menor é igual a Ry. Encontre a resisténcia equivalente

Fig 29. Rede resistiva infinita.

R, de toda a rede, entre os pontos A e B.

Solugao: Vamos considerar que conectamos uma forte de corrente nos terminais A e B.
Vamos fazer o seguinte experimento mental. Seja que a corrente I é entregada no né A, e ela
é distribuida na rede. Como quada célula tem um lado de resisténcia Ry, a distribuicao é de
fato isotrépica, ou seja, a corrente I é dividida no né A em quatro correntes /4. Suponha
agora uma segunda situacao onde a corrente [ é extraida da rede no n6 B. Novamente, dada
a simetria do problema, é necessério que quatro correntes de intensidade I /4 convirjam no né
B, para conseguir extrair a corrente I dele. Utilizando o principio de superposi¢ao podemos
escrever que

1 1 Ry
_[ = —_ —_ = —.
R =Ry 1 + Ry i R 5 (58)
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3 Circuitos nao padronizados

3.1 Circuitos LC' classicos

Vamos comecar pelo entendimento do funcionamento do circuito LC' cldssico. Os processos
oscilatorios no circuitos LC sao descritos por uma equacao diferencial linear de segunda
ordem, e a solucao geral desta equagao contém duas constantes desconhecidas. Estas cons-
tantes podem ser determinadas a partir das condiciones iniciais.

Bom, vamos achar a mencionada equacao diferenciar. Consideremos o circuito mostrado
na Fig 30. Inicialmente a chave K esta aberta e a diferenca de potencial nas placas do
capacitor é ¢y. A nossa tarefa é achar a dependéncia temporal da corrente do circuito apds
o fechamento da chave.

X
L L
_<Po+ _90+
|| ||
N N
C C

Fig 30. Esquema elétrico de oscilador harménico simples.

Suponha que no tempo t a corrente I circula no circuito e a diferenca de potencial nas
placas do capacitor é ¢, é claro que a diferenca de potencial do capacitor e do inductor é a
mesma, entao temos que

Li=¢p = @$+wip=0 (59)

onde usamos que a carga do capacitor é ¢ = —pC' entao I = —C'¢. Conhecemos também
que wo = 1/v/LC é a frequéncia natural do sistema. A solucio ¢(t) da equacio (59) é bem
conhecida, mas vale a pena deduzir ela pelo menos uma vez na vida. Suponha que a solucao
tem a forma o(t) = AeM onde A e uma constante, entdo podemos usar isso na equacao (59)
e obtemos

AN 4 At =0 = A+l =0, (60)

Entao os possiveis valores de A\ sao +=jwy onde j = +/—1 é a unidade imaginaria. Bom agora
podemos escrever a solugao geral como

o(t) = A0t  BemJwot, (61)

o que inicialmente pode parecer artificial, mas resulta que ambos os membros da solugao
geral sao solucdo da equagao (59), o que pode ser facilmente verificado por substitui¢ao na
equacao diferencial, além de formar uma base do espaco onde moram todas as solucoes da
equagao. O ultimo significa que qualquer solugao particular da equagao (59) pode ser escrita
na forma (61) com uma escolha certa das constantes A e B.

Ezxercicio 3.1. Utilizando as identidade de Euler

e = cos (wot) + j sin (wot)

25



mostre que a solucao geral pode ser escrita como
@(t) = Acos (wot) + Bsin (wot)

onde A e B sao uma redefini¢ao das constantes da solugao geral (61).

Utilizando a solucao do exercicio 3.1 podemos concluir que a carga e a corrente do circuito
tem a forma

@(t) =A cos (wot) + B sin (wpt)

62
I(t) =ACwq sin (wot) — BCwy cos (wot) (62)

No instante inicial temos que 7(0) = 0 e ¢(0) = ¢y, entao é claro que A = ¢y e B = 0, ou
seja que
o(t) = pocos (wot) e I(t) = powoC sin (wot) (63)

Comparando as duas iltimas expressoes, vemos que a tensao no capacitor e a corrente no
circuito mudam de acordo com uma lei harmonica com a mesma frequéncia, mas as flutuacoes
de corrente e tensao sao defasadas em /2. As dependéncias p(t) e I(t) sdo mostradas na
figura 31.

90“ Iﬂ

+o

—%0

Fig 31. Diagramas de corrente e tensao para o oscilador harmonico.

Bom agora que conhecemos como funciona um circuito LC' ideal vamos a estudar casos
mais divertidos.

FExemplo 3.1. Uma fonte de fem & constante com resisténcia interna desprezivel é conectada
ao circuito LC' (Fig 32) no momento ¢ = 0. Determine a tensdo no capacitor em funcao do
tempo.

Solucao: Vamos considerar um momento arbitrario apés o fechamento da chave. Deixe
a corrente I fluir no circuito e ¢ ser a diferenca de potencial nas placas do capacitor. Vamos
escrever a lei de Ohm para o nosso circuito:

&— Ll = (64)
Conhecemos que no capacitor

g=Cp = I=C¢p = 1=0C¢, (65)
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entao substituindo a expressao de I na equagao (64), obtemos

LCP+o=86 = $+wip=uwié (66)

i I%
K &

Fig 32. Circuito LC oscilante com uma bateria ou for¢a externa

Bom ..., tudo foi perfeito ate aparecer a equagao (66). Parece que estamos indo muito
além dos objetivos de um curso de ensino médio, mas ja sabemos como resolver a equagao
(59). Vamos considerar a mudanga de varidveis z = ¢ — &, como & é constante temos que

z=¢ e Z=, (67)
entao em funcao da nova varidvel z obtemos
P4 wiz =0, (68)
que ja conhecemos que tem uma solugao da forma
z(t) = Acos (wot) + Bsin (wot). (69)

Para determinar as constantes A e B utilizamos as condigoes iniciais do problema, ou
seja, p(0) =0 e I(0) = 0. Em fungdo da nova varidvel z estas condi¢oes podem ser escretas
como z(0) = & e 2(0) = 0, de onde obtemos A = —& e B = 0 e pelo tanto

2(t) = =& cos (wot) = @(t) — & = —& cos (wot). (70)

Utilizando trigonometria podemos concluir que a tensao no capacitor tem a forma
. 9 th
o(t) = 28 sin - ) (71)

FExemplo 3.2. No circuito LC oscilatério mostrado na Fig 34, com a chave K aberta, a carga
do capacitor com capacitancia C é igual a (), e o capacitor com capacitancia Cy nao estd
carregado. Quanto tempo depois de fechar a chave K a carga do capacitor de capacitancia
Cs5 atingird seu valor maximo? Qual é o valor de essa carga maxima? Despreze as perdas
ohmicas no indutor.

Solucao: Vamos considerar um momento de tempo arbitrario apés o fechamento da chave.
Deixe neste momento a carga no primeiro capacitor ¢;, no segundo capacitor ¢; e a corrente
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Fig 34. Capacitores em série conectados com um inductor. Na esquerda temos o problema inicial.

I fluindo no circuito. Como estamos interessados na carga gomax, ¢ razodvel encontrar a
dependéncia ¢(t). Para fazer isso, vamos escrever a lei de Ohm para o nosso circuito:

Como I = ¢ e q1 + g2 = @, a equacao para ¢y sera

. O +CyQ . O+ 0y Q0 _
oL e, T T oo (‘-’2 Gt G) =Y

Vamos introduzir uma nova variavel:

QL

2=q—
NG ANG

entao obtemos a equacao
P4+ wiz =0,

Cy+Cy . o ~
onde wy = IO é a frequéncia natural do circuito, e a sua solucao é
102

z(t) = Acos (wot) + B sin (wot). (72)
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Conhecemos que em ¢t = 0 temos g2 = 0 ou seja z(0) = ———————, também /(0) = 0
- C1 + Oy
entao 2(0) = 0, finalmente obtemos que A = o9 e B = 0. Logo temos
Cy+ Oy
QO QCs 2QCy . 5 [wot
t) — = — t = )= —— - 73
B = GG T o g ) e =~z g (2 (73)

Certamente o valor méximo de ¢o é atingido no tempo ¢; = 7m/wp, entao esse valor méximo
se repetird com um periodo T = 27 /wy. Em geral, isso pode ser escrito como

™

t=t;+nT=—2n+1) onden=0,1,2,... (74)

Wo
A carga méaxima no segundo capacitor é igual a

Q0
max — 75
@, Cy + Cs (75)

3.2 Capacitores com fuga de carga

Vamos considerar agora um capacitor com vazamento ou fuga de carga. Isto significa que
uma pequena parte da carga que entra em uma das placas do capacitor passa através do
dielétrico para a outra placa. Seja C' a capacitancia do capacitor, a resisténcia de fuga do
dielétrico (meio entre as placas) é Ry, e que inicialmente o capacitor apresenta uma carga
qo- Vamos estudar a descarga do capacitor mediante uma resisténcia externa R, como é
apresentado na Fig 35.

I

Fig 35. Esquema de capacitor com fugas e circuito equivalente.

A Fig 35 mostra o circuito nao padrao considerado no problema, onde I é a corrente que
flui pela resisténcia, e Iy é a corrente de fuga do capacitor. Igualando a tensao no capacitor

a tensao na resisténcia, obtemos
q

=1IR. 76

! (76)
Pela lei de conservacao da carga obtemos que

—q=1+1y. (77)
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A resisténcia de fuga do capacitor pode ser entendida como um capacitor ideal de capa-
citancia C' e uma resisténcia Ry, ambos os elementos conectados em paralelo (ver Fig 35-
direita), entao é claro que

q
c= It Ry, (78)
ou seja que juntando as equacoes anteriores obtemos
) q (1 1 q
—Gq===4+—=|=—-——— 79
1=C (R * Rf) ek (79)

onde R, ¢ a resisténcia equivalente do circuito elétrico. conhecemos que no instante inicial
q(0) = qo, entao integrando a equagao anterior obtemos

t q(t)
dt’ dq' t t
—/— = /—C/] = In {&} = = qt)=qe . (80)
T q do T
0 qo

Na equagao (80) temos o parametro 7 que carateriza o tempo de descarga do capacitor,
o tempo 7 pode ser escrito como

R S DS BN
T R,C RC R;C 1 74

(81)

onde 79 = 1/RC representa o tempo carateristico de descarga de um condensador ideal (sem
fuga de cargas), o tempo 7 = 1/RyC é o tempo caracteristico devido a fuga. Podemos
concluir que a existéncia de fuga no condensador reduz a resisténcia equivalente do circuito,
o que resulta em uma descarga mais rdpida comparada ao caso ideal. O gréfico ¢(t) é
apresentado na Fig 36

qﬂ

t
Fig 36. Variagao da carga do capacitor em fun¢ao do tempo

Agora vamos considerar que o capacitor com fuga de cargas estd conectado com uma
bobina de inductancia L, ver Fig 37
Neste caso a lei de conservacao da carga fornece uma equagao do tipo

G+ 284 +wgq =0, (82)
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Fig 37. Circuito LC onde o capacitor apresenta fugas. Na direita temo o circuito ideal equivalente.

o que é interessante pois provavelmente o termo que contem a primeira derivada ¢ implica
a existéncia de novos fendémenos fisicos, mas por outro lado ainda nao sabemos como resolver
a equacao diferencial, ou sim ...

Vamos procurar uma solugio do tipo ¢(t) = Ae*, onde A é uma constante, entao obtemos

AN M £ 2B8AN M +WiAM =0 = AN +28\+wl=0, (83)
onde adicionando e restando 32 podemos escrever a equacao na forma
M2+ =5 -uf > (A8 =5 - (84)

de onde finalmente obtemos que \; = —3 + jw e Ay = —f — jw. Na solucao utilizamos que
wo > 3, e que w? = wi — 2. Entao a solugao geral da equagao é

q(t) = Ae P cos (wt) + Be P sin (wt). (85)

No caso que estamos analisando ¢(0) = go e ¢(0) = 0, entao obtemos que A = go e B =0,
ou seja, a carga no capacitor varia de acordo com a lei

2 2
q(t) = goe P cos (wt) onde T = % = ﬁ (86)

3.3 Circuitos complexos
3.3.1 Diodo num circuito oscilante

No circuito da Fig 38, as bobinas com inductancias L e Ly estao em curto-circuito através
de um diodo ideal D. No momento inicial, a chave K estd aberta e o capacitor C' é carregado
com a tensao ¢y. Encontre a dependéncia das correntes através das bobinas no tempo apés
o fechamento da chave K e represente essas dependéncias no grafico I(t).

Imediatamente apés a chave ser fechada, o diodo ficara bloqueado. Portanto, podemos
assumir que a segunda bobina estd desconectada do circuito, e o circuito operacional tem o
formato mostrado na Fig 39. Deixe em um momento arbitrdario uma corrente I; fluir através
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O Ly Lo

Fig 38. Circuito complexo com diodo ideal D, um capacitor e duas bobinas. Condicao inicial.

da bobina com induténcia L, e a tensao no capacitor é igual a p. A lei de Ohm para este
circuito tem a forma ' )
L1[1 = = Lljl == QO (87)

A condicao de conservacao de carga nos permite escrever

2 L,

L =—-¢=-C¢ (88)
Entao utilizando as equagoes (87) e (88) obtemos

. I .
L], = —51 = L +wL=0. (89)

Esta equacao descreve oscilagbes harmonicas da corrente I; com frequéncia wy; = 1/v/L1C.
Procuraremos uma solugao para esta equagao na forma

I,(t) = Acos (wit) + Bsin (wit) (90)

onde A e B sao constantes que encontramos nas condig¢Oes iniciais. Imediatamente apds
fechar a chave (¢t = 0) I;(0) = 0, do qual obtemos A = 0. A maneira mais facil de encontrar
a constante B ¢é usar a lei da conservagao da energia. Na corrente méxima Iy (11 max = B) a
tensao no capacitor é zero, entao

LB Oy C
_ % B = o/ 2. 1
2 5 Y\ T, (91)

Entao a dependéncia I;(t) terd a forma

Ii(t) = gpo\/gsin (wrt). (92)

A corrente através do indutor Ly serd obviamente zero até que a corrente [; atinja seu
maximo e a tensao através do capacitor se torne zero. Isso acontecera durante um quarto
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periodo, ou seja, intervalo de tempo 0 < ¢t < 7 /4 (aqui 77 = i 2w/ L1C' é o periodo de
w1

oscilagao). Assim que a tens@o no capacitor comegar a aumentar, mas com sinal diferente, o
diodo se abrird e a corrente fluird pela bobina de induténcia Ly. O circuito de trabalho terd o
formato mostrado na Fig 40. O inicio da contagem do tempo estard associado ao momento em
que a corrente maxima for atingida pela primeira bobina Deixe em um momento arbitréario as

C: 2 [1 Ll L2

g

- —

I3 I

Fig 40. Funcionamento do diodo como circuito fechado.

correntes através das bobinas serem iguais a [; e I, a corrente que flui através do capacitor
é I3 e a tensao através do capacitor é igual a . Vamos escrever a lei de Ohm para um
circuito que cobre duas bobinas:

Lljg + L2j2 =0 = Llll + LQ[Q = const. (93)

Como no momento inicial selecionado I1(0) = g/C/L; e I5(0) = 0, obtemos que a
constante da equagao (93) é 1;(0)Ly = o/ L1C, entdo a equagao pode ser escreta como

Llll + LQIQ = DoV LlC (94)

Agora vamos escrever a lei de Ohm para o circuito que envolve o capacitor e & bobina de
indutancia Lq: .

De acordo com a lei da conservacao da carga, podemos escrever
Ilzfg—i—lg e [32030 (96)

Do sistema das tltimas quatro equagoes, por exclusao mitua, obtemos uma equacgao para a
corrente [

1 .
I = . (SOO\/ L,C — L111> — L,C1, (97)
2
ou seja que,
L Ly oV L, C - L+ Lo ¥0
rch+\1+— | L=——r—r— == L+—F=—""——. 98
e ( L2> ' Ly YULLC T LI e (98)

Esta equagao nao homogénea também descreve oscilagoes harmoénicas da corrente [, mas
com uma nova frequéncia wy = \/ (L1 + Lo)/ L1 LyC. A presenca no lado direito da equagao
nao de um termo zero, mas de alguma constante (independente do tempo) significa que
ocorrerao oscilacoes harmoénicas da corrente em relacao nao ao nivel zero, mas a algum valor
da corrente. Se escrevemos a equagao (98) na forma

7 %0
[1 + w% (Il — m) = 0, (99)
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ou seja

7 oV L, C
L+w (L -TF——)=0. 100
1 2 ( 1 Ll + L2 ) ( )
VIL,C
Entao é claro que o valor médio da corrente I; sera %. A solugao da equagao (100)
1 2
tem a forma -
VL
I (t) = Acos (wat) + Bsin (wat) + Lov i (101)

L+ Ly
Conhecemos que no instante inicial I;(0) = po/C/Ly e I;(0) = 0 entéo

\/ L L
A= IQ_M:@O g 1_ 1 :300‘/2 2 (102)
Ly L+ Ly Ly Ly + Lo Ly \Li + Ly

além de que B = 0.
A dependéncia final [;(t) tera a forma

C L C L
I(t) = o4/ . (L1 —1—2L2) cos (wat) + o4/ . (Ll —|—1L2> : (103)

A corrente I5(t) e dada pela expressao

C L , wat
I(t) = 204/ o <L1 —1—1L2> sin? <72) (104)

Lembremos que nas dependéncias obtidas [1(t) e I3(t) o tempo é contado a partir do
momento ¢t = 7)/4 apés o fechamento da chave. A dependéncia completa (a partir do
momento em que a chave é fechada) das correntes I; e Iy é mostrada na Fig 41.

< Ly
%o L1 <L1+L2

|
0 ! 1 Y
iy L, T
‘|—2 4+T2

~Y

Fig 41. Diagrama para correntes
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3.3.2 Oscilagoes nao sinusoidais

Vamos considerar um capacitor plano com dimensoes das armaduras [; X s e distancia entre
elas d (d < lj, d < l3). Seja que foi introduzido completamente uma placa dielétrica de
massa m e permeabilidade €, que, justamente, ocupa todo o espago entre as armaduras. A
tensao constante ¢ é mantida no capacitor. A placa dielétrica se move ao longo do lado de
comprimento [; até a distancia xq e é liberada. Descreva a evolucao do sistema em funcao
do tempo.

Bom ..., a realidade é que o problema planteado aparenta ser mais mecéanico que elétrico.
Vamos primeiramente achar como varia o deslocamento da placa dielétrica em fun¢ao do
tempo, ou seja, z(t). Seja que no tempo ¢, apés a placa ser liberada, o extremo estd numa
distancia z fora do capacitor (ver Fig 42). Eletricamente o capacitor complexo pode ser
entendido como dois capacitores conectados em paralelo. O primeiro capacitor nao tem
dielétrico e a drea das armaduras é S, = xly. O segundo capacitor tem um dielétrico de
permitividade ¢ e a drea das armaduras é S;,_, = (I — z)ly

g

Fig 42. Esquema de capacitor com dielétrico em movimento quase-estaciondrio.

A capacidade de cada um dos capacitores é

£0S: _ €o7ly €068 -2 €0e(li — x)ly

Cr = Clye = = : 105
d d ¢ h d d (105)
entdo a capacidade do capacitor equivalente (capacitor complexo) é
C((L’) —C,+C o goxly 4 505<11 - l‘)lg €0 (6 — 1) xly n goelily (106)
T 1—T — - .

d d d d
Agora podemos achar a energia do capacitor complexo, levando em consideragao que o
potencial nas armaduras, ¢, é uma constante, é légico utilizar a expressao

(107)

Vamos considerar que apds o tempo At, o extremo estd numa distancia x — Az fora do
capacitor, entao a variacao da capacidade do condensador é

AC = C(z — Az) — C(z) = —WA% (108)

e a variagao de energia elétrica do condensador é

_ACY® el 1)52902&37

AU =U(z — Az) — U(x) 5 Y (109)
Finalmente a forca elétrica tem a forma
_ 2
F:_AU:é‘O(&? 1)1290. (110)

Az 2d
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