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Resumo

Estas notas foram criadas por William G C Oropesa, responsdvel do Programa
ICTP-SAIFR de Introdugao & Fisica para Participagao em Olimpiadas (Nucleo IFT-
UNESP).

amos supor a seguinte situacao: temos os nimeros nao negativos a e b, entéo é

claro para qualquer estudante de ensino médio que a quantidade <\/_ —vb > >0,

/), ou também podemos escrever que

a—2Vab+b>0 = a+b>2Vab, (1)

ou, de uma forma historicamente mais interessante

a;%@. 2)

A média aritmética de dois nimeros nao negativos a e b nao é menor que sua média
geométrica, e a igualdade é alcancada quando a = b. Essa desigualdade é chamada de
desigualdade de Cauchy. E 1til conhecer algumas de suas consequéncias.

e O produto de duas varidveis nao negativas cuja soma é constante tem o maior valor
quando essas varidveis sao iguais entre si.

e O menor valor da soma de duas varidveis nao negativas, cujo produto é constante, é
alcancado quando as varidveis sao iguais.

Consideremos a aplicacao da desigualdade de Cauchy na resolucao de problemas es-
pecificos de fisica.

Exemplo 1. Com que velocidade inicial minima vg min uma pedra deve ser atirada formando
um angulo a com a horizontal, de modo que atinja uma altura A? Qual é o tempo t para a
pedra atingir esta altura?



Solugao: Alinhemos a origem do eixo vertical OY com o ponto de lan¢camento. Entao a
equacao para o movimento vertical da pedra terd a forma

. gt
y(t) = vt sin (o) — 5 (3)

No momento de tempo ¢ = 7, em que a pedra estd na altura especificada, y(7) = h.
Vamos expressar a velocidade inicial vy da equacao do movimento

qgT h

(4)

= 9sin (a) T e ()

Neste caso vy pode ser interpretado como una varidvel dependente do parametro 7, entao
aplicando a desigualdade de Cauchy obtemos que

vo 2 2\/(25{17(04)) ' <Tsn?(a)) = \/sijg?a) - s%' ©)

A partir daqui encontramos a velocidade inicial minima da pedra:

/290
Vo, min = — ) (6)
’ sin ()

e o minimo ¢é alcangado sob a condic¢ao

h 2h
I = T=4)— (7)
2sin ()  7sin () g

Exemplo 2. Um patinador percorre uma distancia [ = 500 m com velocidade constante v
e depois desacelera com uma aceleragao a = 0.05 m/s®. A que velocidade v é o tempo que
o patinador se move para parar o minimo possivel?

Solugao: O tempo de movimento obviamente consiste em dois termos: o tempo de mo-
vimento em velocidade constante e o tempo de movimento com aceleragao constante até a

parada completa:
[ l l
t:—+3>2,/—-9:2\/: (8)
vooa voa a

Claramente o menor tempo de frenado sera
[
tmin = 2— = 200 s ~ 3.3 horas (9)
a

o qual é conseguido se
—=- = wv=Via=5m/s. (10)

voooa
Exemplo 3. Uma pequena bola cai livremente do ponto A sobre uma placa macica orientada
em um angulo o = 7/4 em relagao ao horizonte (Fig 1). Apds a reflexdo eldstica na placa,
a bola cai na superficie da Terra no ponto C' a uma distancia [ da linha vertical AB. A que



Fig 1. Esquema para solu¢ao do exemplo 3.

altura h deve ser colocada a placa (sem alterar a sua orienta¢ao) para que a distancia [ seja
méaxima, se AB = H? A que é igual a distancia [,,,.? Despreze a resisténcia do ar.

Solucao: Com base na lei da conservacao da energia, determinamos a velocidade da bola
antes de atingir a placa:

mTUQ:mg(H—h) = v=+/2g9(H—-h). (11)

Ap6s o impacto, a velocidade absoluta da bola permanecerd inalterada, mas a dire¢ao mudara
para horizontal. Horizontalmente a bola voara uma distdncia [ = vt, onde t é o tempo que
a bola cai no chao apés o impacto, e verticalmente h = gt?/2. Entao

l:\/Qg(H—h)-\/%:2 h(H —h) <h+(H—h)=H. (12)

Se a soma dos termos for constante, entao a média geométrica atinge o maximo quando

os fatores sao iguais:
H

h=H-h = h:5. (13)
Exemplo 4. Dados n elementos galvanicos iguais (ver Fig 2) com for¢a eletromotriz & e
resisténcia interna r. Todos os elementos sdo conectados em k grupos de n/k elementos
em um grupo, e em cada grupo os elementos sao conectados em paralelo e os grupos sao
conectados entre si em série. Qual deve ser igual a k para obter a corrente médxima na
resisténcia externa R?

Solugao: Sabendo que quando elementos semelhantes sao conectados em paralelo, a
forca eletromotriz nao muda e a resisténcia interna diminui proporcionalmente ao nimero
de elementos, descobrimos que cada grupo pode ser substituido por um elemento com forca
eletromotriz & e resisténcia interna kr/n. Além disso, levando em consideragao que com uma
conexao em série a forca eletromotriz e a resisténcia interna aumentam proporcionalmente
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Fig 2. Circuito complexo que representa as conexoes descritas no exemplo 4.

ao nimero de elementos, obtemos que no circuito a forca eletromotriz serd k& e a resisténcia
interna k?r /n. De acordo com a lei de Ohm para um circuito completo, a corrente no circuito
é igual a
k& 1
I =————=f(k)& onde f(k)= 2

k2r r . R’
(Y W
n n k
Obviamente, a maior intensidade de corrente estard no valor k no qual a fun¢ao f(k) assume
o maior valor. Com base na desigualdade de Cauchy, teremos que

kr R kr R Rr 1 1 /n
LIV Y k)= -——— < =1/ =Rr, 1
n+k‘ n k n = fk) ﬁ—i—ﬁ 2 .RT (15)

n k

(14)

entao teramos que

w0} = 2V % = max {0} 6 - §\/Rz (16)

Neste caso temos que o valor de k£ que cumpre a igualdade é

kr R nR
—_— = — kg —. 17
n k = T (17)

Gostaria de saber qual é a resisténcia interna da bateria neste caso? Como vimos, existe

2
LG (18)
n nr

Ty =

Assim, chegamos a seguinte conclusao importante: a corrente da bateria é médxima
quando a sua resisténcia interna é igual & sua resisténcia externa.

Exemplo 5. (XLI Olimpiada de Toda a Rissia para alunos de fisica). Um trem de passa-
geiros de comprimento [ estava no primeiro trilho (ocupando o segmento C'B). Na tltima



carruagem, ponto C, estava o tio Fyodor (o heréi do livro “Férias em Prostokvashino” de E.
Uspensky) e esperava por uma carta que Sharik deveria lhe entregar do gato Matroskin. No
momento em que o trem comecou a se mover, Sharik apareceu na praca da estacao em frente
ao primeiro vagao. Ele determinou que a distancia até o tiltimo vagao é L. A que velocidade
minima vgmin 0 Sharik deve correr para entregar a carta se o trem estiver se movendo com
aceleracao constante a?
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Fig 3. Esquema geométrico para o exemplo 5.

Solugao: Deixe o encontro de Sharik com o tltimo carro ocorrer no ponto D (Fig 3). Os
tridngulos ABC e ABD sao retangulares. Entao, usando o teorema de Pitdgoras, podemos
escrever

AB'=AC° - CB’ =AD - DB,

entao
at? 2
L — > =vit* — <7 - l> : (19)
A partir daqui expressamos o quadrado da velocidade inicial:
L?  a*t? L?  a*?

Para que a velocidade vy seja minima é necessdrio que a fungao f(¢) assuma um valor
minimo. Pela desigualdade de Cauchy obtemos

L?  a?t? L? a?t?
entao temos que
vg,max = max {fO)}—al = vomax =Va(L —1). (22)



Observe que a velocidade minima é alcancada sob condi¢oes

L?  a*t? at?
t2 4 2 (23)
Isso significa DC = C'A = L, ou seja, o tridngulo AC'D é isésceles e

_BD  L-I
AB  JIZ 2

tan («)

Descobrimos que Sharik deveria correr em angulo

L—1
a = arctan (\/ﬁ) (25)

respeito & linha AB com a velocidade v min = v/a(L — 1).

Exemplo 6. Determine em qual coeficiente de atrito minimo p uma haste fina e homogénea
no chao pode uma pessoa levanté-la lentamente do chao até a posic¢ao vertical sem escorregar,
aplicando uma forca perpendicular a extremidade da haste.

o

Fig 4. Esquema para solu¢ao do exemplo 6

Solugao: Encontremos a dependéncia do valor minimo do coeficiente de atrito yu = F,./N
,onde N é a forca de reacao vertical do piso, na qual nao haverd escorregamento, com o
angulo de levantamento da haste a (Fig 4). Como eixo de rotagao, tomamos o ponto A da
interseccao das linhas ao longo das quais atuam as forcas Fe mg. Em relagdo ao ponto
A, os momentos da for¢a aplicada F e da forca da gravidade mg sao iguais a zero, pois os



bracos dessas forcas sao iguais a zero. Vamos determinar o braco da forca de atrito F., ou
seja, comprimento do segmento AB. Seja o comprimento da haste [, entao

— 1. l L. 1
B = § S1n (Oé) + m = 5 |:Sll'l (Oé) + m} . (26)
O bracgo de forca de reacao Néo segmento C'E:
CB = ! cos (). (27)

2

Vamos anotar a condi¢ao de equilibrio da haste em relagao ao ponto A selecionado:

l l 1
N§ cos (a) = F’E {sin () + i (a)} . (28)
entao temos que
_cos(a)sin(a)  sin(a)cos(a)  tan(a) (29)
~ sin?(a)+ 1 2sin?(a) +cos? (o) 2tan® (o) + 1’
ou seja )
p=fla) onde  fla)= — (30
2tan () +

tan ()
Uma fracao assume seu valor mdximo quando o denominador é minimo. Vamos usar a
desigualdade de Cauchy:

tan ()

2tan (a) + ! 22\/2tan(oz)-t L s (31)

Entdo f(a) < 1/2V2 = fimin = V2/4.

Exemplo 7. Qual é o d&ngulo méximo 6 de espalhamento eldstico de uma particula o em um
Deuteron? Deuteron é o niicleo do isétopo de hidrogénio deutério, consiste em um proton e
um néutron, a particula a é um nicleo de hélio, consiste em dois prétons e dois néutrons.
Considere que a massa do deutério é metade da massa da particula a.

Solugao: Sejam my e my as massas da particula « e do deutério, respectivamente, vy e
v, sejam as velocidades da particula « antes e depois da colisao, v, sejam a velocidade do
deutério apds a colisao, d e ¢ sejam os angulos de desvio da particula « e do deutério da
diregdo do movimento da particula a antes da colisao (Fig. 6). Vamos escrever a lei da
conservacao do momento nas projecoes nas dire¢oes horizontal e vertical

m1vy = My cos (§) + mavs cos (¢), (32)
myvy sin (§) = maovy sin (). (33)

onde utilizando que m; = kmy com k > 1 (na verdade k = 2, mas deixemos o problema em
fungao de k para que possamos nos divertir mais) obtemos que

kvg = kvy cos (0) + vg cos (), (34)



kvy sin (0) = vy sin (). (35)

Vamos nos livrar do angulo ¢. Para fazer isso, a partir da primeira igualdade expressa-
mos vs cos (¢) e elevamos ao quadrado, apés o que o adicionamos ao quadrado da segunda
igualdade:

v? = k22 sin® (6) + k? [vg — vy cos (6)]° = E20? + k202 — 2k vgv; cos (6), (36)

ou seja que
vy = k* (v + v7) — 2k*vguy cos (9). (37)

Agora aplicamos a lei da conservacao da energia:

mivd  mvd magv?
2 2 2

kvg = kv? + 3. (38)

Agora vamos nos livrar de vy, entao pela lei da conserva¢ao do momento linear e a lei da
conservacao da energia obtemos que

k* (v +v7) — 2k*vgus cos (8) = k (v§ — o), (39)
simplificando em k obtemos que
2kuvouy cos (8) = k (vg +v7) — (v§ — v7) = (k — 1)vg + (k + 1)o7, (40)
Finalmente obtemos que
cos (8) = (%) Z_f+ (%) Z—; (41)
Como k > 1 e vy/vy > 0 (ai igual que vy /vg) entdo podemos utilizar a desigualdade de
Cauchy neste problema, entao

E—1\ vy [(k+1\ v k2 —1 E?—1
> - — . RS — = _—
C()S(5>/2\/< 2k )vl ( ok >v0 Nome =V e (42)

entdao temos que k2 cos® (§) = k? — 1, ou seja que k? — k?sin? (§) > k? — 1, simplificando k?
e trocando o sinal obtemos que sin® (§) < 1/k2%, ou seja

= —" = Opin = arcsin (@> (43)

my

No caso de k = 2 obtemos que 6, = 7/6.



