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Simbolos légicos

Proposicoes e operadores l6gicos

Uma proposicao é toda afirmacao sobre a qual faz sentido dizer que é verdadeira ou falsa. A
partir das proposicoes e com a ajuda dos operadores légicos, podem-se formar novas proposicoes.
H4 diversos operadores logicos; vamos analisar aqueles que usaremos em nosso curso.

1)

A operacao de negacao corresponde, na linguagem cotidiana, a particula “nao”. Para
cada proposi¢ao p, podemos formar uma nova proposigao p (lida como “p com barra” ou
“nao p”), que é verdadeira quando p é falsa e falsa quando p é verdadeira. A proposigao
p é chamada de negacdo de p.

Ezemplo 1.1. Para a proposicao “a matéria escura existe”, a negacao seria “a matéria
escura nao existe”.
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A proposicao composta por duas proposicoes p e ¢, unidas pela conjuncao “e”, é chamada
de conjungao e é representada por p A g (le-se: “p e q”).

A conjuncao p A q é considerada uma proposicao verdadeira somente quando ambas as
proposicoes p e g sao verdadeiras.

Se a proposicao ¢ formada pelas proposicoes p e ¢ com a conjuncao “ou”, ela é chamada
de disjun¢do das proposigoes p e q e é representada por pV ¢ (16-se: “p ou ¢”).

A disjuncao p V g é considerada uma proposicao verdadeira somente quando pelo menos
uma das proposicoes p ou ¢ for verdadeira.
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A proposicao formada pelas proposicoes p e ¢ com a expressao “se ..., entao ...” é chamada
de implicagao e é representada por p — ¢ (lé-se: "se p, entdao ¢”). Nessa proposigao, p é
chamada de condicao, enquanto ¢ é chamada de conclusao.

A implicacdo p — ¢ é considerada uma proposicao falsa somente quando a condigao (p)
é verdadeira e a conclusao (q) ¢ falsa.

A proposicao formada pelas proposicoes p e ¢ com a expressao “quando e somente quando
.7 é chamada de equivaléncia (ou implicagdo dupla) e é representada por p <> q.

A equivaléncia p < ¢ é verdadeira somente quando ambas as proposicoes p e ¢ sao
verdadeiras ou ambas sao falsas.



Se atribuimos a nimero 1 as proposicoes verdadeiras e 0 as falsas, as operagoes logicas
D, pANq, pVq p — qep < q podem ser definidas formalmente por meio das seguintes
tabelas-verdade:

Plq|PANq|pVq|p—>q|pq
p|Dp 1/1] 1 1 1 1
110 110 O 1 0 0
01 01| 0 1 1 0
0[O0 O 0 1 1
Fig. 1
Fig. 2

Novas proposicoes podem ser formadas por meio de diversas operagoes logicas, com a parti-
cularidade de que cada operacao pode ser utilizada varias vezes. A ordem em que as operagoes
devem ser realizadas ¢ indicada pelo uso de parénteses.

Nas tabelas de verdade da implicacao, observamos que, se a condicao p e a implicagao
p — q sao verdadeiras, entao a conclusao g também sera verdadeira. Nesse caso, escreve-se
p = q e diz-se que ¢ se deduz de p. Essa regra classica de deducao é amplamente utilizada em
matematica.

Se de p se deduz ¢ e de ¢ se deduz p, entao as proposicoes p e ¢ sao chamadas de equivalentes.
As proposicoes equivalentes podem ser expressas usando o simbolo < ou o simbolo de igualdade,
ou seja, escreve-se p < ¢ ou simplesmente p = q.

Durante a investigacao das proposicoes em relagao a equivaléncia, nos casos mais simples, é
possivel utilizar tabelas de verdade. Isso ocorre porque, para proposicoes equivalentes escritas
de formas diferentes, as tabelas de verdade coincidem.

Ezemplo 1.2. Utilizando as tabelas de verdade para a negacao e a implicacao, é facil construir
a tabela de verdade para proposicoes da forma g — p:

Plq|P|q|q—>P

111100 1

110011 0

0[111]0 1

0j0f11 1
Fig. 3

Essa tabela coincide com a tabela de verdade para a implicacao p — ¢. Portanto, as
proposicoes p — q € § — P sao equivalentes, ou seja, p — ¢ < q¢ — p ou, de forma equivalente,
P—=>q=q—D

A tabela de verdade correspondente a proposicao formada por n proposicoes simples contém
2™ linhas. Por essa razao, a equivaléncia das proposigoes é estabelecida por outro procedimento:
uma certa quantidade de equivaléncias bésicas (leis da algebra proposicional) é verificada a
partir das tabelas de verdade. As igualdades sao estabelecidas da mesma forma que na algebra
elementar, onde, nas transformacoes idénticas, sao utilizadas as leis algébricas: comutativa,
associativa, distributiva e outras.

Leis fundamentais da dlgebra proposicional:



1) lei da comutatividade da disjungao:

pPVg=qVp. (1)
2) lei da comutatividade da conjuncao:
PAG=qANp. (2)
3) lei da associatividade da disjuncao:
pVgvr)=@pVvgVvr (3)
4) lei da associatividade da conjungao:
pA(gAT)=(PNg) AT (4)
5) Primeira lei distributiva:
pA(gVr)=(AgV(pAT) ()
6) Segunda lei distributiva:
pVi(gAr)=(VaA(pVr) (6)
7) Lei de Morgan:
PVq=DAG, PANG=DV{ (7)
8) Lei da negagao da negagao:
p=p (8)
9) Leis de idempoténcia
pVp=p, pApP=p (9)

Em logica, as proposicoes identicamente verdadeiras ou identicamente falsas desempenham
um papel importante. As proposicoes identicamente verdadeiras sao sempre verdadeiras, inde-
pendentemente de se as proposicoes que as formam sao verdadeiras ou falsas.

Ezemplo 1.5. A proposicao p V p é identicamente verdadeira.

Designaremos as proposicoes identicamente verdadeiras com a letra 7.
As proposicoes identicamente falsas sempre o sao, ou seja, independentemente da veracidade
ou falsidade das proposi¢oes que as formam. Tais proposicoes sao designadas com a letra [.

Ezxemplo 1.4.p AP =1, jA que p AP é sempre falsa, independentemente se p é verdadeiro ou
falso.

Para as proposicoes identicamente verdadeiras e identicamente falsa, com todo p sao certas
as seguintes desigualdades:

pVD=1i, pAD=1I,
pVi=1, pANi=p, (10)
pVi=p, pAl=1l i=1L

As leis (1) - (10) da &lgebra proposicional descrevem as propriedades de trés operagoes:
disjuncao, conjuncao e negacao. A implicacao e a equivaléncia podem ser expressas através da
disjunc¢ao, conjunc¢ao e negacao pelas seguintes formulas:

p—=q=DpVy, (11)

peqg={@NqV([PATY). (12)
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Exemplo 1.5. Demonstrar a equivaléncia
P—=qd=pAgq.

Solugao: Utilizando a igualdade (11), a lei de Morgan e a nega¢ao da negagao obtemos

P—=q=pVqg=DAT=pAT]
O

FExemplo 1.6. Brown, Jones e Smith se acusam de serem ctimplices em um assalto a um banco.
Os ladroes fugiram em um carro que os esperava. Durante a investigacao, Brown afirmou que os
criminosos fugiram em um Buick azul, Jones disse que o carro era um Chrysler preto, e Smith
afirmou que era um Ford Mustang, mas de maneira alguma azul. Ficou evidente que, querendo
dificultar a investigacao, cada um deles indicou corretamente apenas a marca do carro ou a cor,
mas nao ambos. Qual era a marca e a cor do carro?

Solucao: Vamos examinar as proposicoes

e p — carro de cor azul,

e ¢ — carro de marca Buick,

e r — carro de cor preto,

e s — carro de marca Crysler,

e [ — carro de marca Ford Mustang.

Pelas declaracoes de Brown, Jones e Smith se deduz, correspondentemente, que as proposicoes
pVq, Vs, pVIsao verdadeiras. Entao

(pVa)(rvs)(pVi), (13)

é verdadeiro. Abrindo os parénteses, obtemos a disjuncao de oito conjuncoes:
(pArAD)V (pATADNV (DASAD)V (DASADNV (GATAP)V (AT AV (GASADP)V (qAsAL). (14)

Da formulacao, conclui-se que todas as conjuncgoes, exceto a quinta, sao falsas. Portanto, a
disjuncao s6 pode ser verdadeira sob a condi¢ao de que a proposicao p A ¢ A p seja verdadeira,
o que significa que os criminosos fugiram em um Buick preto. O

Em matematica, algumas expressoes verbais sao frequentemente substituidas por simbolos.
Assim, por exemplo, o simbolo V substitui a expressao “para tudo” ou “qualquer que seja’, e
o simbolo 3 substitui a expressao “existe”. Os simbolos V e 3 sdo chamados de quantificadores
l6gicos.

2 Operacoes com conjuntos

O conceito mateméatico de um conjunto de elementos é considerado intuitivo. Um conjunto é
definido por uma regra ou critério segundo o qual é determinado se um dado elemento pertence
ou nao ao conjunto.

Os conjuntos s@o designados pelo simbolo A = {z}, onde = é a notagao geral para todos os
elementos do conjunto A. Os conjuntos sao frequentemente escritos na forma A = {a,b,...},
onde seus elementos sao recuados entre chaves.



Usaremos as seguintes notagoes:

N : conjunto dos ntimeros naturais;

: conjunto dos ntimeros inteiros;

/
Q : conjunto dos nimeros racionais;
R : conjunto dos ntimeros reais;

C

: conjunto de ntimeros complexos.

A notagao a € A (ou A 3 a) significa que o elemento a pertence ao conjunto A. A notagao
a ¢ A (ou A a) significa que o elemento a nao pertence ao conjunto A.

Se cada um dos elementos de um conjunto B pertence a um conjunto A, diz-se que B é um
subconjunto do conjunto A, e nesse caso escreve-se B C A (ou A D B) (Fig. 4). Note que VA
verifica que A C A, uma vez que, naturalmente, todo elemento do conjunto A pertence a A. O
conjunto vazio, ou seja, o conjunto que nao contém nenhum elemento, é denotado pelo simbolo
(). Qualquer conjunto contém o conjunto vazio como um de seus subconjuntos.

Fig. 4: BC A

Definicao 2.1. Se A C BA B C A, os conjuntos A e B sao chamados conjuntos iguais, e é
escrito A = B.

Definigao 2.2. Seja A C J. O conjunto de elementos do conjunto J que nao pertencem a A,
é chamado de complemento do conjunto A em relagdo ao conjunto J (Fig. 5).

O complemento do conjunto A em relacdo ao conjunto J ¢é designado pelo simbolo C7(A);
também pode ser escrito de uma forma mais simples, C'(A), desde que se saiba em relagao a
qual conjunto o complemento é tomado. Por isso,

Cr(A)={z:ze TNz &A}.

Se AC Je B C J, o complemento do conjunto B em relagao ao conjunto A é algumas
vezes chamado de diferenca dos conjuntos A e B e é representado por A\B (Fig. 6), ou seja,

AB={zr:x€ ANz & B}.
Seja que A C J e B C J entao teremos as seguintes definigoes.
Definigao 2.3. A uniao dos conjuntos A e B estd dada pelo conjunto (Fig. 7)

AUB={x:x€ AVxe B}
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Fig. 6: A\B Fig. 7. AUB Fig. 8: ANB

Por analogia, se A; com j = 1,n sdo subconjuntos do conjunto J, a unido dos conjuntos
A; é dada pelo conjunto

UAZ-:{:U::UEAl\/xeAg\/~~\/x€An}.

j=1
Definigao 2.4. A interse¢ao dos subconjuntos A e B é dada pelo conjunto (Fig. 8)
ANB={x:x€ ANz € B}.

Por analogia, se A; C J Vj = 1,n, a intersecgao dos conjuntos A; é dada pelo conjunto

ﬂAi:{x:xeAl/\xeAQ/\---/\xeAn}.

j=1

Se cada elemento ;1 € M ¢é colocado em correspondéncia com um certo conjunto A, diz-se
que uma familia de conjuntos {A,}, p € M, é definida. Neste caso, o conjunto

U A, = {todo z tal que = € A,, pelo menos para algum p € M },
neM
é chamado de unidao da familia de conjuntos {A,}, p € M. O conjunto
(1A, ={z:z€A, YueM}
pneM
é chamado intersec¢io da familia de conjuntos {A,}, p € M.

Defini¢ao 2.5. O conjunto determinado pela uniao das diferencas A\B e B\ A é chamado de
diferenca simétrica de dois conjuntos A e B (Fig. 9). A diferenca simétrica é representada pelo
conjunto

AA B = (A\B)U (B\A).

Definicao 2.6. Dois elementos a e b sao chamados de par ordenado se for indicado qual desses
elementos é o primeiro e qual é o segundo e, além disso, for verificado que ((a,b) = (¢, d)) <
(a=cAb=d).

Um par ordenado de elementos a e b é denotado pelo simbolo (a, b). De forma semelhante,

define-se um sistema ordenado de n elementos ay,as,...,a,, que é designado pelo simbolo
(ay,as,...,a,). Os elementos aj,ay,...,a, sdo chamados coordenadas do sistema ordenado
(Cll, as, . .. ,an).

Definigao 2.7. O conjunto de todos os pares ordenados possiveis (a,b), onde a € A, b € B, é
chamado de produto cartesiano dos conjuntos A e B e é denotado pelo simbolo A x B.

Da mesma forma, o simbolo A; x Ay X - -+ x A,, designa o produto cartesiano dos conjuntos
A; € J, j=1,n, ou seja, o conjunto de todos os sistemas ordenados possiveis (ai, as, ..., a,),
onde a; € Aj;, j =1,n.



3 Algebra de Boole

Sejam A, B e D subconjuntos arbitrarios do conjunto J . Assim, das defini¢goes de unido,
intersegao e complemento deduzem-se imediatamente as seguintes afirmagoes:

1) AUBC J, AN B C J (carater interno das operagoes de unido e intersecao);
2) AUB=BUA, AN B = BN A (comutatividade das operagoes de unido e intersegao);

3) AU(BUD)=(AUB)UD, An(BND)= (AN B)N D (associatividade das operagoes
de unido e intersecao);

4) AU(BN D)= (AUB)N (AU D) (distributividade da operagao de unido em relagao a
operagao de intersecao);

5) AN(BUD)= (AN B)U(AND) (distributividade da operagao de intersegao em relagao
a operacao de uniao);

6) AUA=ANA=A4;

7) (AUB=B) & (ANB = A);

8) AUD=A ANT=A AN0=0,AUT =J;
9) AUC(A)=J, AnC(A) = 0.

Se para os elementos de um conjunto o = {A, B, C, ...} sao definidas as operagoes de uniao
U e intersegao N, que verificam as relagoes 1) — 9), a terna (o,U,N) é chamada de dlgebra
booleana. Portanto, se o é uma familia de todas as partes do conjunto J, entao (o,U,N) é uma
algebra de Boole.

4 Principio da dualidade
Para qualquer par de conjuntos A e B no conjunto J as igualdades sao verificadas

C(AUB) = C(A)NC(B), C(ANB)=C(A)UC(B) (15)

As propriedades expressas pelas igualdades (15) sao chamadas de principio da dualidade.
Verbalmente, essas igualdades podem ser declaradas da seguinte forma: o complemento da unidao
dos conjuntos € 1qual a intersecao dos seus complementos, e o complemento da interseccao dos
conjuntos € igual a uniao dos seus complementos. O principio da dualidade se estende sem
qualquer dificuldade a um ntimero arbitrario de subconjuntos A,. Neste caso

C (U AM> =[CA,), C (ﬂ A,,) =Jc,. (16)

Ou seja, trocando a ordem em que o simbolo do complemento C' e o simbolo cup (ou N) s@o
escritos, este ultimo se torna N (correspondentemente, U).



5 Algebra de conjuntos

Seja J um conjunto e P(J), o conjunto de todos os subconjuntos do conjunto de 7.

Defini¢ao 5.1. Uma familia nao vazia R C P(J) onde a uniao, a intersegao e a diferenga de
conjuntos sao operacoes internas ¢ chamada de anel de conjuntos.

Definigao 5.2. Um conjunto E é chamado de unidade da familia de conjuntos ¥ se F € ¥ e
VA € ¥ aigualdade AN E = A é verdadeira.

Definicao 5.3. Um anel de conjuntos que contém a unidade como um de seus elementos ¢é
chamado de dlgebra de conjuntos.

Definigao 5.4. Uma familia de conjuntos S C P(J) é chamada de semianel se contém o
conjunto vazio e VA € S e VA; C A existem conjuntos As, As, ..., A, C A tais que

A=AUAu--UA, =] | A,
onde o simbolo U designa a uniao de conjuntos disjuntos.

6 Exemplos

Ezemplo 6.1. Demonstrar a validade das afirmacoes 1)-9) da segao 3.
Solucao: 1) — conforme a defini¢do 2.3, tem-se AUB = {x : x € AVz € B}, e, por conseguinte,
da inclusao x € AU B se deduz que = € J, ou seja, AUB C J.
Analogamente, pela definigao 2.4 temos que v € AN B, entao x € J, ou seja, ANB C J.
2) — pela definigdo 2.3 edado que x € AVer € B< o€ BV € A, temos

AUB={zeJ:z€ AVveeB}={rxeJ:x€BVxe A} =BUA.

A segunda igualdade é demonstrada de modo analogo.
3) — Em virtude das propriedades do simbolo 16gico V, tem-se:

AUBUD)={zeJ:oc€AVee(BUD)}={zreJ:e € AV(xe BVze D)}
={reJ:(x€AVveeB)VeeD}={zxecJ:x€(AUB)Vze D}
=(AUB)UD.

A segunda igualdade é demonstrada de modo analogo.
4) — Neste caso temos que

AUuBND)={zeJ:zcAvee(BND)}={xrecJ:x€ AV(re BNz e D)}
={zeJ: (xr€eAVvezeB)AN(zxe AVz e D)}
={reJ:(x€ AUB)A(x € AUD)} =(AUB)N(AUD).

5) — Temos que

ANBUD)={zeJ:2€ AN(xeBUD)}={xeJ:x€c AN(xe€BVzeD)}
={reJ: (xrecANzxeB)V(zre ANz € B)}
={zeJ: (x€e ANB)V(re AND)} =(ANB)U(AND).



6) — Sejaque x € AUA, entdo x € ANz € A, ou seja, x € A, e, pelo tanto, é verificada
a inclusao AU A C A. A inclusao A C AU A é trivial, entao pelas duas inclusoes podemos
concluir que AU A = A. A igualdade AN A = A pode ser mostrada de forma andloga.

7) — Vamos supor como valida a igualdade AU B = B. Entao

(AUB=B)= (AUuBC B)= (ACB).
Utilizando a inclusao anterior podemos ver que
AnNB={zeJ:x€c AnzeB}dD{reJ:vcAnzcAt={zec T z € A} =A.
Além disso, é evidente que AN B C A, ou seja que temos
(AUB=DB)= (AnB=A).
Agora vamos considerar verdadeira a proposicao AN B = A. Entao
(ANB=A)=(ACANB)= (ACB).
Agora, podemos utilizar a inclusao anterior
AUB={zeJ:x€ AVexeB}C{reJ:xeBVaeB}={reJ:xe€ B}=8B.
Agora, como temos que B C AU B, entao ¢é evidente que
(AUB=B)< (AnB=A).
Finalmente podemos concluir que
(AUB=B)< (AnB=A).

8) — Seja que x € AU, entdo z € AV x € (). Mas o conjunto ) ndo contem elementos,
ou seja, ¥ € A, de onde temos a inclusao AU () C A. Evidentemente, A C AU (), finalmente
teremos que AU P = A. Além disso, como ) C AN Ch=ANO=0.

Dado que A C J, teremos

AN ={zeJ:zecAnceJ}D{reTJ vcANveAl={reJ xec A} =A.

Além disso também temos a inclusao AN J C A. Finalmente obtemos que AN J = A. Como
conhecemos que J C AU J C J, entao também teremos a igualdade AU J = J.

9) — Pela propriedade 1) mostrada anteriormente teremos que AU C(A) C J. Seja x € J,
entdiose r € A =12 € AUC(A), no caso x ¢ A =z € C(A), ou seja, v € AU C(A), ou seja
que J C AUC(A), e, pelo tanto, AUC(A) = J.

Para demonstrar a igualdade A N C(A) = J, provaremos que o conjunto A N C'(A) néo
contém nenhum elemento. De fato, de acordo com a igualdade A U C(A) = J, qualquer
elemento do conjunto J pertence a A ou a C(A). Se x € A, entdo = ¢ C(A) e, pelo tanto,
r & ANC(A). Por outro lado, si x € C(A), tem-se que z ¢ A e, novamente, x ¢ AN C(A).
Entao como o conjunto AN C(A) ndo contem nenhum elemento, este conjunto é vazio, o seja,
ANC(A) =10 O

Exemplo 6.2. Demonstrar o principio da dualidade.
Solucao: Vamos demonstrar a primeira das igualdades; a segunda pode ser demonstrada de
forma andloga. Seja que x € C(AUB), entéao teremos que z ¢ AUB, ou seja, que x ¢ AAx € B.
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Claramente, pela afirmagao anterior teremos que z € C'(a) Az € C(b) = x € C(A)NC(B), ou
seja, temos que

C(AUB) C C(A)NC(B).
Suponhamos agora que x € C(A) N C(B), entao teremos que x € C(A) Ax € C(B), de onde
obtemos que x ¢ ANz ¢ B. Claramente temos que z ¢ AUB = x € C(AU B). Agora
podemos afirmar que

C(AUB) D C(A)NC(B).

Finalmente, levando em consideracao as duas inclusoes, é evidente pela definicao 2.1 que

C(AUB)=C(A)NC(B)

Exemplo 6.53. Demonstrar as igualdades:
AU(ANB)=ANn(AUB) = A.
Solucao: Utilizando as propriedades 4), 5) e 6) do exemplo 6.1, obtemos:
AUANB)=(AUA)N(AUB)=AN(AUB,).

Agora temos que demonstrar que, por exemplo, AN (AU B) = A. Seja que x € AN (AU B),
entao temos que x € ANz € (AU B), ou seja, é claro que é vélida a inclusdao AN (AU B) C A.
Massex € A=x€ AUB =z € AN (AU B), ou seja que, A C AN (AU B). Finalmente
temos que A= AN (AU B) O

Exemplo 6.4 . Demonstrar a validade da inclusao
(A\B) C (A\D) U (D\B).

Solugao:  Seja que x € (A\B), entao teremos que + € AAx ¢ B. Se, além temos que
r € D, entdo z € (D\B) e, pelo tanto, x € (A\D) U (D\B). No caso em que = ¢ D,
teremos que, x € (A\D) e, pelo tanto, x € (A\D) U (D\B). Em ambos os casos, x € D
como x ¢ D, da condigdo = € (A\B) teremos que x € (A\D) U (D\B), ou seja, teremos que
(A\B) C (A\D) U (D\B). O

Exemplo 6.5. Mostre que uma familia R onde uniao e diferenga sao definidas como operacgoes
internas é um anel.

Solugdo: Sejam A e B conjuntos arbitrarios da familia R. Dado que AN B = A\(A\B) e
A C R, A\B C R entao AN B C R. Portanto, as operagdes de uniao, interseccao e diferenca
sao operacoes internas em R, ou seja, a familia R é um anel. O

Exemplo 6.6. Mostre que uma familia R = {«, 0}, composta de um conjunto nao vazio «a e do
conjunto vazio ), forma um anel. Esta familia ¢ uma &lgebra?

Solugao: A unido a U = « e as diferencas o\ = «, §\a = () também sao elementos da
familia R. Ou seja, uniao e diferenca sao operacoes internas em R, ou seja, conforme o exemplo
6.5, ¢ um anel. Como o elemento o € R contém todos os outros conjuntos da familia R, a é a
unidade da familia e R, uma algebra. O

Exemplo 6.7. Demonstrar que

(ANB) x (DNE) = (Ax D) (B x E).
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Solucao: Seja (z,y) € (ANB) x (DNE),entao x € ANBey € DNE, oque é equivalente
comz € ANz €Beye DAy € E. Dadoquexz € ANy € D, tem-se que (x,y) € A X D.
Analogamente, de © € B Ay € E temos que (z,y) € B x E. Dado modo que (z,y) €
(AxD)N(BxE)e

(ANB)x (DNE)C (AxD)N(B x E).

Suponha agora que (z,y) € (AxD)N(BxXE)). Neste casso temos, (x,y) € (AXD)A(z,y) €
(B x E) e, pelo tanto, z € ANy€ Dex € BAy € E. Pelo tanto, x € (ANB)ey € (DNE),
ou seja que, (z,y) € (AN B) x (DN E)) e é verificada a inclusao

(ANB)x (DNE)D(AxD)N (B x E).
Finalmente queda claro, utilizando as duas inclusoes, que

(ANB)x (DNE)=(AxD)N(B x E).
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