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1 Simbolos l6gicos

1.1 Proposicoes e operadores légicos

Uma proposicdo é toda afirmagao sobre a qual faz sentido dizer que é verdadeira ou falsa. A
partir das proposicoes e com a ajuda dos operadores ldgicos, podem-se formar novas proposicoes.
H& diversos operadores logicos; vamos analisar aqueles que usaremos em nosso curso.

1) A operacao de negagao corresponde, na linguagem cotidiana, a particula “ndo”. Para
cada proposi¢ao p, podemos formar uma nova proposigao p (lida como “p com barra” ou
“nao p”), que é verdadeira quando p é falsa e falsa quando p é verdadeira. A proposigao
p ¢ chamada de negacao de p.

Ezemplo 1.1. Para a proposi¢ao “a matéria escura existe”, a negacao seria “a matéria
escura nao existe”.

2) A proposig¢ao composta por duas proposicoes p e ¢, unidas pela conjuncao “e”, é chamada
de conjungdo e é representada por p A g (lé-se: “p e ¢”).

A conjungao p A q é considerada uma proposi¢ao verdadeira somente quando ambas as
proposicoes p e g sao verdadeiras.

3) Se a proposicao é formada pelas proposicoes p e ¢ com a conjungao “ou”, ela é chamada
de disjun¢do das proposigoes p e q e é representada por pV ¢ (1é-se: “p ou ¢”).

A disjuncao p V ¢ é considerada uma proposicao verdadeira somente quando pelo menos
uma das proposicoes p ou ¢ for verdadeira.

4) A proposigao formada pelas proposigdes p e ¢ com a expressao “se ..., entao ...” é chamada
de implicagao e é representada por p — ¢ (lé-se: "se p, entdo ¢”). Nessa proposigao, p é
chamada de condicao, enquanto ¢ é chamada de conclusao.

A implicagao p — ¢ é considerada uma proposicao falsa somente quando a condi¢ao (p)
é verdadeira e a conclusao (q) é falsa.

5) A proposigao formada pelas proposicoes p e ¢ com a expressao “quando e somente quando
.7 é chamada de equivaléncia (ou implicagdo dupla) e é representada por p < q.

A equivaléncia p < ¢ é verdadeira somente quando ambas as proposicoes p e ¢ sao
verdadeiras ou ambas sao falsas.

Se atribuimos a nimero 1 as proposigoes verdadeiras e 0 as falsas, as operagoes logicas
D, pANq pVq p — qep < q podem ser definidas formalmente por meio das seguintes
tabelas-verdade:

Pla|PANG|PVqg|pP—q|PQq
PP 111 1 1 1 1
110 10| O 1 0 0
01 0[(1] O 1 1 0
0(0] O 0 1 1
Fig. 1
Fig. 2



Novas proposicoes podem ser formadas por meio de diversas operagoes logicas, com a parti-
cularidade de que cada operacao pode ser utilizada varias vezes. A ordem em que as operagoes
devem ser realizadas é indicada pelo uso de paréenteses.

Nas tabelas de verdade da implicacao, observamos que, se a condicao p e a implicagao
p — ¢ sao verdadeiras, entao a conclusao g também sera verdadeira. Nesse caso, escreve-se
p = q e diz-se que ¢ se deduz de p. Essa regra classica de deducao é amplamente utilizada em
matematica.

Se de p se deduz ¢ e de ¢ se deduz p, entao as proposicoes p e ¢ sao chamadas de equivalentes.
As proposicoes equivalentes podem ser expressas usando o simbolo < ou o simbolo de igualdade,
ou seja, escreve-se p < ¢ ou simplesmente p = q.

Durante a investigacao das proposicoes em relagao a equivaléncia, nos casos mais simples, é
possivel utilizar tabelas de verdade. Isso ocorre porque, para proposicoes equivalentes escritas
de formas diferentes, as tabelas de verdade coincidem.

FExemplo 1.2. Utilizando as tabelas de verdade para a negacao e a implicacao, é facil construir
a tabela de verdade para proposicoes da forma g — p:

Plqa|p|q|q—DP

171101]0 1

110101 0

01110 1

0[0]1]1 1
Fig. 3

Essa tabela coincide com a tabela de verdade para a implicacao p — ¢. Portanto, as
proposicoes p — q € § — P sao equivalentes, ou seja, p — ¢ < ¢ — P ou, de forma equivalente,
P—=>q=q—D

A tabela de verdade correspondente a proposicao formada por n proposicoes simples contém
2™ linhas. Por essa razao, a equivaléncia das proposigoes é estabelecida por outro procedimento:
uma certa quantidade de equivaléncias basicas (leis da dlgebra proposicional) é verificada a
partir das tabelas de verdade. As igualdades sao estabelecidas da mesma forma que na dlgebra
elementar, onde, nas transformacoes idénticas, sao utilizadas as leis algébricas: comutativa,
associativa, distributiva e outras.

Leis fundamentais da dlgebra proposicional:

1) lei da comutatividade da disjuncao:

pVq=qVp. (1)
2) lei da comutatividade da conjuncao:
PAq=qAND. (2)
3) lei da associatividade da disjuncao:
pVgvr)=(pVvagVvr (3)



4) lei da associatividade da conjungao:

pA(gAT) = (pAg) AT (4)
5) Primeira lei distributiva:
pA(gVr)=(pAgV(pAr). (5)
6) Segunda lei distributiva:
pVignr)={mVar(pVr). (6)
7) Lei de Morgan:
pPVa=pAG, pPAq=DPV{ (7)
8) Lei da negagao da negagao:
p=p (8)
9) Leis de idempoténcia
pVp=p, pAp=p. (9)

Em logica, as proposicoes identicamente verdadeiras ou identicamente falsas desempenham
um papel importante. As proposi¢oes identicamente verdadeiras sao sempre verdadeiras, inde-
pendentemente de se as proposicoes que as formam sao verdadeiras ou falsas.

Ezemplo 1.5. A proposicao p V p é identicamente verdadeira.

Designaremos as proposicoes identicamente verdadeiras com a letra i.
As proposicoes identicamente falsas sempre o sao, ou seja, independentemente da veracidade
ou falsidade das proposi¢oes que as formam. Tais proposicoes sao designadas com a letra [.

Exemplo 1.4.p Ap =1, ja que p A p é sempre falsa, independentemente se p é verdadeiro ou
falso.

Para as proposicoes identicamente verdadeiras e identicamente falsa, com todo p sao certas
as seguintes desigualdades:

pVP=1i, pAD=lI,
pVi=1i, pAi=np, (10)
pVi=p, pAl=1 i=1

As leis (1) - (10) da &lgebra proposicional descrevem as propriedades de trés operagoes:

disjuncao, conjuncao e negacao. A implicacao e a equivaléncia podem ser expressas através da
disjuncao, conjunc¢ao e negacao pelas seguintes formulas:

p—q=DVgq, (11)

pera=(@AqV([BAT). (12)
Ezemplo 1.5. Demonstrar a equivaléncia
P—=q=pANg.

Solugao: Utilizando a igualdade (11), a lei de Morgan e a nega¢ao da negagao obtemos

P—=q=pVq=DAG=pAT

W



FExemplo 1.6. Brown, Jones e Smith se acusam de serem ciimplices em um assalto a um banco.
Os ladroes fugiram em um carro que os esperava. Durante a investigacao, Brown afirmou que os
criminosos fugiram em um Buick azul, Jones disse que o carro era um Chrysler preto, e Smith
afirmou que era um Ford Mustang, mas de maneira alguma azul. Ficou evidente que, querendo
dificultar a investigacao, cada um deles indicou corretamente apenas a marca do carro ou a cor,
mas nao ambos. Qual era a marca e a cor do carro?

Solucao: Vamos examinar as proposicoes

e p — carro de cor azul,

e ¢ — carro de marca Buick,

e r — carro de cor preto,

e s — carro de marca Crysler,

e [ — carro de marca Ford Mustang.

Pelas declaracoes de Brown, Jones e Smith se deduz, correspondentemente, que as proposicoes
pVq, rVs,pVIsao verdadeiras. Entao

(pVa)(rvs)(pVi), (13)

é verdadeiro. Abrindo os parénteses, obtemos a disjuncao de oito conjuncoes:
(pArAD)V (pATAD)NV (DASAD)V (DASADNV (GATAP)V (gAT AV (GASAP)V (gAsAL). (14)

Da formulacao, conclui-se que todas as conjuncoes, exceto a quinta, sao falsas. Portanto, a
disjuncao s6 pode ser verdadeira sob a condi¢ao de que a proposicao p A g A p seja verdadeira,
o que significa que os criminosos fugiram em um Buick preto. O

1.2 Predicados

Em matematica e em outras ciéncias, além das proposicoes, deparamo-nos com diversos enun-
ciados que dependem de uma variavel pertencente a um conjunto. Em légica, esses enunciados
sao chamados de predicados. O predicado p(z), com = € U, de modo geral, ndo é uma pro-
posi¢ao. No entanto, supbe-se que, para cada elemento fixo xy € U, o predicado p(xg) seja uma
proposicao.

O conjunto U, no qual se define o predicado p(zx), pode ser dividido em dois subconjuntos.
Um deles contém aqueles, e somente aqueles, elementos de U para os quais p(x) é verdadeiro.
Esse subconjunto recebe o nome de conjunto de verdade do predicado p(x). O outro subconjunto
é formado pelos elementos de U para os quais p(x) é falso. Se o primeiro desses subconjuntos
é denotado por P, entao o segundo deve ser indicado por Cy(P), pois é o complemento de P
no conjunto U.

Ezemplo 1.7. Para o predicado p(z) : 2 —x < 0, com z € R, o intervalo ]0,1[ é o conjunto
de verdade P. A uniao dos intervalos |—o00, 0] e [1,+00[ — isto é, o complemento do intervalo
10, 1[ na reta real — constitui o conjunto Cg(P).

Ezxemplo 1.8. Considere o predicado p(z) : vz —2 € R, com = € R. O conjunto de verdade P
é o intervalo [2,4+00[, pois a raiz quadrada estd definida apenas para x > 2. O complemento
de P no conjunto R, isto é, Cgr(P), é o intervalo |—o0, 2], onde o predicado é falso.



Definigao 1.1. Dois predicados p(z) e ¢(x), definidos sobre o mesmo conjunto, dizem-se equi-
valentes se os seus conjuntos de verdade coincidem.

Ezemplo 1.9. Considere os predicados p(z) : 22 =52 +6 < 0 e q(x) : 2* — 52° + 622 < 0, ambos
definidos sobre R. Esses predicados sao equivalentes, pois o conjunto de verdade de cada um
deles é o intervalo ]2, 3[.

Ezemplo 1.10. Considere os predicados p(n) : n é divisivel por 6 e ¢(n) : n é divisivel por 2 e por 3,
definidos sobre o conjunto Z dos ntimeros inteiros. Esses predicados sao equivalentes, pois todo
numero inteiro divisivel por 6 é também divisivel por 2 e por 3, e vice-versa. Assim, os conjuntos

de verdade de p(n) e ¢(n) coincidem.

Para os predicados que dependem de uma varidvel, assim como para as proposigoes, introduzem-
se operacgoes logicas.

Definigao 1.2. Chama-se nega¢do do predicado p(z), com x € U, o predicado definido no
mesmo conjunto U que se torna uma proposicao verdadeira para aqueles, e somente aqueles,
valores de x para os quais p(z) é falso.

A negagao de p(z) é denotada por p(z). Se P é o conjunto de verdade de p(z), entao o
conjunto de verdade de p(z) serd o complemento Cy (P).

1.3 Quantificadores

Com predicados dependentes das varidveis, estao associados dois tipos de afirmacoes que se
encontram frequentemente:

1. O predicado p(z), com x € U, torna-se uma proposigao verdadeira para todos os elemen-
tos do conjunto U.

2. O predicado p(z), com x € U, torna-se uma proposicao verdadeira para pelo menos um
dos elementos do conjunto U.

Essas afirmacgoes costumam ser escritas de forma abreviada, utilizando sinais especiais: o
sinal de universalidade ¥ (a primeira letra invertida da palavra inglesa All — tudo) e o sinal
existencial 3 (a primeira letra invertida da palavra inglesa Exists — existe). Em ldgica, os
sinais V e d recebem o nome de quantificadores. O quantificador universal V corresponde as
expressoes “todo”, “qualquer”, “cada’”; o quantificador existencial 34 corresponde as expressoes
“pelo menos um”, “existe”, “ha”.

Ao utilizar os simbolos V e 4, podemos escrever as afirmacoes 1 e 2 da seguinte forma:

1. Ve p(x),z € U. 2. Jz p(x),x € U.

Cada um desses predicados é ou verdadeiro, ou falso e, portanto, constitui uma proposicao. As
regras para construir as negacoes de proposi¢oes que contém quantificadores sao estabelecidas
pelas seguintes formulas:

Vo p(z) = 3z p(x), Tz p(z) =V p(x). (15)

A primeira férmula significa que p(x) nao é verdadeira para todos os x se, e somente se, existe
um x para o qual p(x) é falsa. A segunda férmula indica que nao existe um z para o qual p(z)
seja verdadeira se, e somente se, p(x) é falsa para todos os x.

Definigao 1.3. O elemento xy do conjunto U, para o qual o predicado p(x) nao é verdadeiro,
recebe o nome de contraezemplo para a proposi¢ao Vx p(z).

Assim, para verificar a falsidade da proposi¢ao Yz p(x), é suficiente encontrar (ou, como
também se diz, construir) um contraexemplo.



1.4 Método da Indugao Matematica

Em muitas dreas da matemadtica, é necessario demonstrar a veracidade de predicados p(n)
definidos em um conjunto de nimeros naturais para todos os valores da variavel, ou seja, a
veracidade da proposicao

Vnp(n), neN.

Com frequeéncia, isso pode ser feito utilizando o método da indugao matemdtica. Esse método
baseia-se no chamado principio da indugdo matemdtica (ou azioma da indugdo), que pode ser
enunciado da seguinte forma:

O predicado p(n) é considerado verdadeiro para todos os valores naturais da variavel se
forem satisfeitas as duas condigoes seguintes:

1. O predicado p(n) é verdadeiro para n = 1. (base da indugao)

2. Da suposigao de que p(n) é verdadeiro para n = k (onde k£ é um ndmero natural ar-
bitrario), segue-se que também é verdadeiro para o valor seguinte n = k + 1. (passo
indutivo)

Por método da indugao matemdtica entende-se o seguinte método de demonstragao: Se
é necessario demonstrar a veracidade do predicado p(n) para todos os valores naturais de n,
comega-se por verificar a veracidade da proposicao p(1) e, em seguida, supondo verdadeira a
proposicao p(k), demonstra-se a veracidade da proposicao p(k + 1).

Se essa demonstracao for valida para todo valor natural de k, entao, de acordo com o
principio da indugdo matemaética, o predicado p(n) serd verdadeiro para todos os valores de n.

FExemplo 1.11. Demonstre que

n+1)

n:1—22+32—42+---+(—1)"—1n2:(—1)”—1”( 5 neN

Solugcao: A igualdade é o predicado p(n) n € N. Vamos demonstrar a veracidade de p(n) para
todos os valores de n segundo o principio de indugao matematica.

1. base da indugdo: A proposicao p(1) é verdadeira, ja que

(1) = (1)

2. passo indutivo: Suponha que p(k) é verdadeiro, ou seja, é valida a igualdade

k(k+1)

Sk:1—22—1—32—424_...4_(_1)16*1]{2:(_Uk—l .

Agora, vamos considerar Sy11 = Sy + (—1)(k + 1)?, ou seja,

ro1 k(k+1)

Sk+1 = (_1) 9

+ (=1)*(k 4+ 1)* = (=1)* {(/@ +1) — g} (k+1).

Finalmente temos que

Spi1 = (=1)F B+ 1)2(k i 2>>

o que significa que p(k + 1) é verdadeiro. Entdo, o razonamento é verdade com k € N,

Em correspondéncia com o principio da inducao matematica a igualdade inicial é verda-
deira.



FExemplo 1.12. Demonstrar a desigualdade de Bernoulli.
l+a)">14na, a>-1, neN.
Solugao:
1. base da indugdo: Com n = 1 obtemos uma proposicao verdadeira

l+a>1+a

2. passo indutivo: Suponha que a desigualdade é verdadeira com n = k, ou seja, (14 a)* >
1 + k. Multiplicando ambos os membros da desigualdade por 1+ « (esto é possivel pois
a > —1), obtemos

(I+a)"* > (1+ka)(1+a) > 1+ (k+ 1)a+ ka’.
Considerando que ka? > 0, concluimos que
(1+a)"™ > 14 (k+1a.

Assim, ao supor a desigualdade certa para certo n = k, chegamos a conclusao que é certa
paran = k+ 1. E evidente que a demonstragao sera valida para qualquer valor de k € N.
Entao a desigualdade fica demonstrada.

]

Exemplo 1.13. Demonstrar que, para todo n € N, o ntimero 5 - 23772 + 3%~ é muiltiplo de 19.
Solugao:

1. base da inducdo: Com n = 1 teremos que 5 -2 + 32 = 19, o que indica que a afirmacao é
certa.

2. passo indutivo: Suponha que é certa a afirmacao com n = k, ou seja, suponhamos que
5. 23n72 4 337171
¢ multiplo de 19. Entao, como
5 . 23(k+1)*2 4 33(764’1)71 — 8 . 5 X 23]672 4 27 X 33]4:71 — 8 (5 X 23]4:72 4 33]671) 4 19 . 33]671,

a afirmacao também é certa com n = k + 1. Em efeito, o primeiro adendo do segundo
membro da igualdade divide por 19 devido a suposicao indutiva; o segundo é também
multiplo de 19

]



2 Operacoes com conjuntos

O conceito mateméatico de um conjunto de elementos é considerado intuitivo. Um conjunto é
definido por uma regra ou critério segundo o qual é determinado se um dado elemento pertence
ou nao ao conjunto.

Os conjuntos s@o designados pelo simbolo A = {z}, onde = é a notagao geral para todos os
elementos do conjunto A. Os conjuntos sao frequentemente escritos na forma A = {a,b,...},
onde seus elementos sao recuados entre chaves.

Usaremos as seguintes notagoes:

N : conjunto dos ntimeros naturais;
Z : conjunto dos numeros inteiros;
Q : conjunto dos nimeros racionais;
R : conjunto dos ntimeros reais;

C : conjunto de niimeros complexos.

A notagao a € A (ou A 3 a) significa que o elemento a pertence ao conjunto A. A notagao
a ¢ A (ou A a) significa que o elemento a nao pertence ao conjunto A.

Se cada um dos elementos de um conjunto B pertence a um conjunto A, diz-se que B é um
subconjunto do conjunto A, e nesse caso escreve-se B C A (ou A D B) (Fig. 4). Note que VA
verifica que A C A, uma vez que, naturalmente, todo elemento do conjunto A pertence a A. O
conjunto vazio, ou seja, o conjunto que nao contém nenhum elemento, é denotado pelo simbolo
(. Qualquer conjunto contém o conjunto vazio como um de seus subconjuntos.

Definicao 2.1. Se A C BA B C A, os conjuntos A e B sao chamados conjuntos iguais, e é
escrito A = B.

Definicao 2.2. Seja A C J. O conjunto de elementos do conjunto J que nao pertencem a A,
é chamado de complemento do conjunto A em relagao ao conjunto J (Fig. 5).

O complemento do conjunto A em rela¢ao ao conjunto J é designado pelo simbolo C'7(A);
também pode ser escrito de uma forma mais simples, C'(A), desde que se saiba em relagao a
qual conjunto o complemento é tomado. Por isso,

Cr(A)={z:ze TNz &A}.

Se AC JeB C J, o complemento do conjunto B em relacao ao conjunto A é algumas
vezes chamado de diferenga dos conjuntos A e B e é representado por A\ B (Fig. 6), ou seja,

AB={r:x€ ANz & B}.

9



Seja que A C J e B C J entao teremos as seguintes definicoes.

Definigao 2.3. A unido dos conjuntos A e B estd dada pelo conjunto (Fig. 7)

AUB={x:x€ AVzx € B}.

Fig. 6: A\B Fig. 7. AUB Fig. 8: ANB

Por analogia, se A; com j = 1,n sdo subconjuntos do conjunto J, a unido dos conjuntos
A;j é dada pelo conjunto

UA,»:{x:xeAl\/xEAg\/~-~\/x€An}.
j=1
Definigao 2.4. A interse¢do dos subconjuntos A e B é dada pelo conjunto (Fig. 8)

ANB={x:x€ ANz € B}.

Por analogia, se A; C J Vj = 1,n, a intersecgdo dos conjuntos A; é dada pelo conjunto

ﬂAi:{x:xeAl/\xeAz/\m/\xeAn}.

j=1

Se cada elemento p € M ¢é colocado em correspondéncia com um certo conjunto A, diz-se
que uma familia de conjuntos {A,}, p € M, é definida. Neste caso, o conjunto

U A, = {todo z tal que x € A, pelo menos para algum p € M },
neM

é chamado de uniao da familia de conjuntos {A,}, p € M. O conjunto

(A, ={z:z€A, VpeM}

pneM
é chamado intersec¢io da familia de conjuntos {A,}, p € M.

Definigao 2.5. O conjunto determinado pela uniao das diferencas A\B e B\ A é chamado de
diferenca simétrica de dois conjuntos A e B (Fig. 9). A diferenca simétrica é representada pelo
conjunto

AAB=(A\B)U (B\A).

Definicao 2.6. Dois elementos a e b sao chamados de par ordenado se for indicado qual desses
elementos é o primeiro e qual é o segundo e, além disso, for verificado que ((a,b) = (¢, d)) <
(a=cAb=d).

10



Um par ordenado de elementos a e b é denotado pelo simbolo (a,b). De forma semelhante,

define-se um sistema ordenado de n elementos ay,as,...,a,, que é designado pelo simbolo
(ay,aq,...,a,). Os elementos ay,as,...,a, sdo chamados coordenadas do sistema ordenado
(ay,a9,...,a,).

Defini¢ao 2.7. O conjunto de todos os pares ordenados possiveis (a,b), onde a € A, b € B, é
chamado de produto cartesiano dos conjuntos A e B e é denotado pelo simbolo A x B.

Da mesma forma, o simbolo A; x Ay x --- x A, designa o produto cartesiano dos conjuntos
Ajed,j= 1,7, ou seja, o conjunto de todos os sistemas ordenados possiveis (ay,as, . .., a,),
onde a; € 4;, j =1,n.

2.1 Algebra de Boole

Sejam A, B e D subconjuntos arbitrarios do conjunto J . Assim, das defini¢oes de uniao,
intersecao e complemento deduzem-se imediatamente as seguintes afirmagcoes:

1) AUBC J, AN B C J (carater interno das operagoes de unido e intersecao);
2) AUB=BUA, AN B = BN A (comutatividade das operacoes de uniao e interse¢ao);

3) AU(BUD)=(AUuB)UD, AN (BND)=(ANB)N D (associatividade das operagoes
de unido e intersecao);

4) Au(BNnD)=(AUB)N (AU D) (distributividade da operagao de unido em relagao a
operacao de intersegao);

5) AN(BUD) = (ANB)U(AND) (distributividade da operagao de interse¢ao em relacao
a operacao de uniao);

6) AUA=ANA=A;

7) (AUB=B) & (ANB = A);

8) AUD=A ANT=A AN0=0,AUT =J;
9) AUC(A)=J, ANC(A) = 0.

Se para os elementos de um conjunto o = {A, B, C, ...} s@o definidas as operagoes de uniao
U e intersegao N, que verificam as relagoes 1) — 9), a terna (o,U,N) é chamada de dlgebra
booleana. Portanto, se o é uma familia de todas as partes do conjunto 7, entao (o, U, N) é uma
algebra de Boole.

2.2 Principio da dualidade
Para qualquer par de conjuntos A e B no conjunto J as igualdades sao verificadas
C(AUuB)=C(A)NC(B), C(AnB)=C(A)UC(B) (16)

As propriedades expressas pelas igualdades (16) sao chamadas de principio da dualidade.
Verbalmente, essas igualdades podem ser declaradas da seguinte forma: o complemento da uniao
dos conjuntos € iqual a intersecao dos seus complementos, e o complemento da interseccao dos
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conjuntos € igual a uniao dos seus complementos. O principio da dualidade se estende sem
qualquer dificuldade a um ntmero arbitrario de subconjuntos A,. Neste caso

C (U A#> =(C4,), C (ﬂ A#) =Jc,). (17)

Ou seja, trocando a ordem em que o simbolo do complemento C' e o simbolo U (ou N) s@o
escritos, este ultimo se torna N (correspondentemente, U).

2.3 Algebra de conjuntos
Seja J um conjunto e P(J), o conjunto de todos os subconjuntos do conjunto de 7.

Definigao 2.8. Uma familia nao vazia R C P(J) onde a unido, a intersecao e a diferenca de
conjuntos sao operacoes internas é chamada de anel de conjuntos.

Definicao 2.9. Um conjunto F é chamado de unidade da familia de conjuntos ¥ se E € ¥ e
VA € ¥ aigualdade AN E = A é verdadeira.

Definicao 2.10. Um anel de conjuntos que contém a unidade como um de seus elementos é
chamado de dlgebra de conjuntos.

Definicao 2.11. Uma familia de conjuntos S C P(J) é chamada de semianel se contém o
conjunto vazio e VA € S e VA; C A existem conjuntos As, As, ..., A, C A tais que

A=A UA - UA, = |A,,
onde o simbolo LI designa a uniao de conjuntos disjuntos.

2.4 Exemplos

Exemplo 2.1. Demonstrar a validade das afirmagoes 1)-9) da secao 2.1.
Solugao: 1) — conforme a defini¢ao 2.3, tem-se AUB = {x : x € AVz € B}, e, por conseguinte,
da inclusao z € AU B se deduz que = € J, ou seja, AUB C J.
Analogamente, pela definicao 2.4 temos que v € AN B, entao x € J, ou seja, ANB C J.
2) — pela definigao 2.3 edado que z € AVx € B& o€ BV o € A, temos

AUB={zeJ:z€ AvVereB}={reJ:x€BVaxe A} =BUA.

A segunda igualdade é demonstrada de modo analogo.
3) — Em virtude das propriedades do simbolo 16gico V, tem-se:

AUBUD)={zeJ: o€ AVee(BUD)}={zeTJ:2€ AV(xe BVzeD)}
={reJ: (r€eAvereB)VveeD}={xeTJ :2€(AUB)Vx € D}
=(AUB)UD.

A segunda igualdade é demonstrada de modo analogo.
4) — Neste caso temos que

AuBND)={zeJ:zc Avee(BND)}={xrecJ:x€ AV(re BNz € D)}
={zeJ: (x€eAVvezeB)AN(zxe AVz e D)}
={reJ:(x€ AUB)AN(x € AUD)} =(AUB)N(AUD).
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5) — Temos que

AN(BUD)={zeJ:2€c AN(xeBUD)}={xrecJ:x€ AN(xeBVzeD)}
={zeJ: (x€e ANz eB)V(zre ANz € B)}
={reJ:(z€AnB)V(xe AnD)} =(ANB)U(AND).

6) — Sejaque x € AUA, entdo z € ANz € A, ou seja, x € A, e, pelo tanto, é verificada
a inclusao AU A C A. A inclusao A C AU A é trivial, entao pelas duas inclusoes podemos
concluir que AU A = A. A igualdade AN A = A pode ser mostrada de forma andloga.

7) — Vamos supor como valida a igualdade AU B = B. Entao

(AUB=B)=(AUBCB)=(ACB).
Utilizando a inclusao anterior podemos ver que
ANB={zeJ:x€ ANzeB}D{reJ:vcAnzcA}={zxec Tz € A} =A.
Além disso, é evidente que AN B C A, ou seja que temos
(AUB=DB)= (AnB=A).
Agora vamos considerar verdadeira a proposicao AN B = A. Entao
(ANB=A)=(ACANB)=(ACB).
Agora, podemos utilizar a inclusao anterior
AUB={reJ:x€ AVereB}C{reJ:xe€e BVexeB}={reJ:xe€ B} =8B.
Agora, como temos que B C AU B, entao é evidente que
(AUB=B)< (ANB=A).
Finalmente podemos concluir que
(AUB=B)< (AnB=A).

8) — Seja que x € AU, entao x € AV x € (). Mas o conjunto () ndo contem elementos,
ou seja, r € A, de onde temos a inclusdo AU C A. Evidentemente, A C A U (), finalmente
teremos que AU P = A. Além disso, como ) C ANDPC O = AND=0.

Dado que A C J, teremos

AN ={zeJ:xecAnceJ}D{reTJ vcANveAl={reJ xec A} =A.

Além disso também temos a inclusao AN J C A. Finalmente obtemos que AN J = A. Como
conhecemos que J C AU J C J, entao também teremos a igualdade AU J = J.

9) — Pela propriedade 1) mostrada anteriormente teremos que AU C(A) C J. Seja z € 7,
entdose t € A =12 € AUC(A), no caso x ¢ A = x € C(A), ou seja, v € AU C(A), ou seja
que J C AUC(A), e, pelo tanto, AU C(A) = J.

Para demonstrar a igualdade A N C(A) = J, provaremos que o conjunto A N C(A) nao
contém nenhum elemento. De fato, de acordo com a igualdade A U C(A) = J, qualquer
elemento do conjunto J pertence a A ou a C(A). Se x € A, entdo = ¢ C(A) e, pelo tanto,
r & ANC(A). Por outro lado, si z € C'(A), tem-se que = € A e, novamente, x € AN C(A).
Entao como o conjunto AN C(A) ndo contem nenhum elemento, este conjunto é vazio, o seja,
ANC(A) =1 O
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Ezemplo 2.2. Demonstrar o principio da dualidade.

Solug¢ao: Vamos demonstrar a primeira das igualdades; a segunda pode ser demonstrada de
forma andloga. Seja que x € C(AUB), entao teremos que = ¢ AUB, ou seja, que x & AAx ¢ B.
Claramente, pela afirmagao anterior teremos que « € C(a) Ax € C(b) = z € C(A)NC(B), ou
seja, temos que

C(AUB) c C(A) N C(B).

Suponhamos agora que x € C(A) N C(B), entao teremos que x € C(A) Az € C(B), de onde
obtemos que * ¢ A Az ¢ B. Claramente temos que * ¢ AUB = x € C(AU B). Agora
podemos afirmar que

C(AUB) D C(A)NC(B).

Finalmente, levando em consideracao as duas inclusoes, é evidente pela definicao 2.1 que

C(AUB) = C(A) N C(B)

Exemplo 2.3. Demonstrar as igualdades:
AU(ANB)=AN(AUB) = A.
Solugao: Utilizando as propriedades 4), 5) e 6) do exemplo 2.1, obtemos:
AUANB)=(AUA)N(AUB)=AN(AUB,).

Agora temos que demonstrar que, por exemplo, AN (AU B) = A. Seja que x € AN (AU B),
entao temos que z € ANz € (AU B), ou seja, é claro que é valida a inclusao AN(AUB) C A.
Massex € A=z € AUB=2¢€ AN(AUB), ouseja, A C AN (AU B). Finalmente, temos
que A=AN(AUB) O

Exemplo 2.4 . Demonstrar a validade da inclusao
(A\B) C (A\D) U (D\B).

Solugdo:  Seja que x € (A\B), entao teremos que x € AAx ¢ B. Se, além, temos que
r € D, entdo © € (D\B) e, pelo tanto, z € (A\D) U (D\B). No caso em que z ¢ D,
teremos que x € (A\D) e, pelo tanto, z € (A\D) U (D\B). Em ambos os casos, * € D
como z ¢ D, da condigdo = € (A\B) teremos que x € (A\D) U (D\B), ou seja, teremos que
(A\B) C (A\D)U (D\B). O

FExemplo 2.5. Mostre que uma familia R onde uniao e diferenga sao definidas como operacoes
internas é um anel.

Solugdo: Sejam A e B conjuntos arbitrarios da familia R. Dado que AN B = A\(A\B) e
A C R, A\B C R entao AN B C R. Portanto, as operagoes de uniao, intersegao e diferenga
sao operacoes internas em R, ou seja, a familia R é um anel. O

Exemplo 2.6. Mostre que uma familia R = {«, 0}, composta de um conjunto nao vazio a e do
conjunto vazio ), forma um anel. Esta familia é uma algebra?

Solugdo: A unido a U ) = « e as diferengas o\() = a, 0\a = () também sao elementos da
familia R. Ou seja, uniao e diferenca sao operagoes internas em R, ou seja, conforme o exemplo
2.5, ¢ um anel. Como o elemento a € R contém todos os outros conjuntos da familia R, o é a
unidade da familia e R, uma &lgebra. O]
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Exemplo 2.7. Demonstrar que
(ANB)x (DNE)=(AxD)Nn(B x E).

Solucao: Seja (z,y) € (ANB)x(DNE), entao x € ANBey € DNE, o que é equivalente a x €
ANx € Bey € DAy € E. Dado que z € ANy € D, tem-se que (z,y) € Ax D. Analogamente,
de x € BAy € E temos que (z,y) € B x E. Dado modo que (z,y) € (Ax D)N (B x E) e

(ANB)x (DNE)C(AxD)N(Bx E).

Suponha agora que (z,y) € (AxD)N(BxE)). Neste caso temos, (z,y) € (AxD)A(z,y) €
(B x E) e, pelo tanto, € ANy € Dex € BAy € E. Pelo tanto, x € (ANB) ey € (DNE),
ou seja que, (z,y) € (AN B) x (DN E)) e é verificada a inclusao

(ANB)x (DNE)D(AxD)N(B x E).
Finalmente queda claro, utilizando as duas inclusoes, que

(ANB)x (DNE)=(AxD)N (B x E).

3 Funcoes

Definigao 3.1. Chama-se aplicacdo de um conjunto £ em um conjunto F' (ou fungao definida
em E com valores em F') a uma regra ou lei f que associa a cada elemento x € E um tnico
elemento y = f(z) € F.

\
I

[

Fig. 10: Representagao de uma fungao f: £ — F.

Definicao 3.2. O elemento x € E é chamado de varidvel independente ou argumento da fungao
f; o elemento f(z) € F é chamado de wvalor da fun¢do ou imagem de x por f; por sua vez, o
elemento = € E também é denominado pré-imagem de f(z).

Uma aplica¢ao (ou funcdo) costuma ser representada pela letra f, ou pelo simbolo f : E —
F', o qual indica que f associa a cada elemento de F um elemento de F. Também se utiliza
a notacdo x +— f(x), que explicita a correspondéncia entre um elemento z € E e sua imagem
f(x) € F. Na maioria dos casos, as fungdes sao definidas por meio de expressoes algébricas (ou
igualdades), que descrevem a lei de correspondéncia.

15



Exemplo 3.1. A funcao f pode ser definida pela igualdade f(z) = v/#*+ 1, com dominio no
intervalo |a, b].

Ezemplo 3.2. Pode-se definir a fungao floor (ou funcdo piso) f(x), que associa a qualquer
nimero real z € R o maior nimero inteiro menor ou igual a x (ver Fig. 11). Em notacao
matematica, temos:

fR—=Z, f(x)=|z]=max{neZ|n <z}
Algumas propriedades uteis da fungao piso sao:
L |z <z <|z]+1;
2. Se x € Z, entao |z] = x;
3. Para todo z € R e todo n € Z, tem-se: |z +n| = |z| +n;
4. Para todos z,y € R, vale: |z] + |y| < |z +y]| < |z] + |y] + 1;

5. A func@o piso é nao decrescente, ou seja, se x < y, entdao |z| < |y|.

3 [ flz)=|z]
2 e—— 0
1 e—— O
| e
-3 -2 -1 1 2 3
——1—
— o -2
o——o0 —3

Fig. 11: Grafico da funcio piso f(z) = |z].

Exemplo 3.3. Sejam os conjuntos £ = {0,1,2,...,L —1} e F = {0,1,2,...,L*> — 1}, com
L € N. Podemos definir uma aplicagao f : £ x E — F pela regra f(i,j) =1L + j.

Em simulagoes computacionais, essa aplicagao é frequentemente usada para mapear redes
bidimensionais regulares — como redes quadradas ou triangulares — em estruturas unidimensi-
onais. Essa conversao facilita o tratamento computacional, tornando-o mais simples e eficiente.

3.1 Imagem e pré-imagem de um conjunto

Seja f : E — F uma aplicacao e D C E um subconjunto do dominio.

Definicao 3.3. A imagem do conjunto D por meio da aplicacao f é o subconjunto de F
constituido por todos os elementos que sao imagens, via f, de elementos de D. Denota-se por

f(D)={f(x) € F:z € D). (18)
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> 0
. . . -1
(0,0) (1,0) (2,0)
> 2
l > 3
° ° . > 4
(0,1) (1,1) (2,1)\
> 5
l > 0
° ° ° > 7
(0,2) (1,2) 2, 2)\* 2

Fig. 12: Exemplo ilustrativo do mapeamento da rede bidimensional 3 X 3 em um vetor unidi-
mensional usando a fungao f(i,j) = 3i + j.

Exemplo 3.4. Seja a aplicacao f : R — [—1,+1] definida por f(z) = sin(z). Determine
F([=5.+3])-

Solug¢ao: Observamos que:

()= (5) =t e 1) - (5)-

s

Como a funcao seno ¢é continua e estritamente crescente no intervalo [—5

os valores entre —1 e 1 nesse intervalo. Logo, a imagem do intervalo é:

(5 3]) = e o[£ 3]} =

, %} , ela assume todos

]

Ezxemplo 3.5. Demonstrar quese f: E — F, AC E, BC E, entao f(AUB) C f(A)U f(B).

Solucao: Seja que y € f(AUB). Pela defini¢ao da imagem de um conjunto (ver Defini¢ao 3.3),
existe r € AU B tal que f(x) =y. Como x € AU B, entdao x € AV z € B. Em qualquer dos
casos, teremos:

f(z) € f(A)V f(z) € f(B),

ou seja, f(z) € f(A)U f(B), e portanto y € f(A)U f(B).
Como y € f(AU B) foi arbitrario, concluimos que

F(AUB) C f(A)U f(B).
Observe que, em geral, a inclusao inversa f(A) U f(B) C f(A U B) nao é vélida. ]
Seja f: E — F uma aplicacao e Y C F um subconjunto do contradominio.

Definigao 3.4. O conjunto dos elementos de x € F, cujas imagens, por meio da aplicacao f,
pertencem a Y é denominado pré-imagem de Y por f, e denota-se por

[FiY)={zeE| fx) Y} (19)
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Ezxemplo 3.6. Seja a aplicagao f : R — [—1,+1] definida por f(x) = sin(2z). Encontre f‘l(%).

1 1
Solugdo: Se sin(2z) = 1, resulta que 2z = (—1)* arcsin <§> +km, k € Z. Como arcsin <§> =

%, entao teremos que
1 1 T  krm
f (2) {x.sm(?as) 2} {( 1) TR |k€Z}.

FExemplo 3.7. Seja f : E — F, e sejam A C F, B C F. Demonstrar que, se A C B, entao
f7H(A) Cc f7U(B).
Solugdo: Suponha que x € f~!(A). Pela definigao 3.4, isso significa que f(z) € A. Como
A C B, entao f(z) € B, e portanto z € f~1(B).

Como a escolha de z € f~*(A) foi arbitréria, concluimos que f~'(A) C f~*(B). O

]

Definicao 3.5. Uma aplicacao f : F — F é denominada:

e injetora (ou uma inje¢do, ou ainda aplicag¢ao injetiva), se x # ' = f(x) # f(2'); ou,
equivalentemente, se para todo y € F, a equagao f(x) = y tem no méximo uma solugao
em F;

e sobrejetora (ou uma sobreje¢ao, ou ainda aplicagdo sobrejetiva) se f(E) = F; ou, equi-
valentemente, se para todo y € F, a equacao f(x) = y tem ao menos uma solu¢ao em
L,

e bijetora (ou uma bijecdo, ou ainda aplica¢do bijetiva) se f é ao mesmo tempo injetora
e sobrejetora; ou, equivalentemente, se para todo y € F, a equacdo f(r) = y tem uma
unica solucao em F.

Vamos ver alguns exemplos ilustrativos de estos conceitos. Primeiro temos a Fig. 13 neste
caso a aplicagao f : £ — F é injetora, pois os elementos de F' sao “flechados” s6 uma vez.
Como cada elemento em F' é colocado em correspondéncia com pelo menos um elemento de F,
teremos que a aplicacao também é sobrejetora. A aplicacao é sobrejetora e injetora, entao é
bijetora. No exemplo da Fig. 14 podemos ver um exemplo de aplicacao que nao é nem injetora
nem sobrejetora, pois, existem dois elementos de £ com a mesma imagem e existe um elemento
de F' “sobrando”. O exemplo da Fig. 15 temos uma aplicacao que é sobrejetiva, embora nao
seja injetiva, pois o elemento y; e imagem de z; e x3. Finalmente, no exemplo da Fig. 16 temos
uma aplicacao que ¢é injetora, mas nao sobrejetora, pois o elemento y3 € F nao é imagem de
nenhum elemento de F.

Ezxemplo 3.8. Mostre que a fungao f :[0,1] — [0, 3] com z +— 2|z + 2| — 3 ¢é injetiva.

Solugao: Seja f :]0,1] — [0, 3] definida por f(z) = 2|z + 2| — 3.

Para todo x € [0, 1], temos que = + 2 € [2, 3], portanto = + 2 > 0.

Assim, o valor absoluto pode ser retirado diretamente:
flx)=2lz+2|—-3=2(x+2)—3=20+4—-3=2x+1

Ou seja, em todo o dominio [0, 1], a fungao se reduz a f(zr) = 2z + 1, que é uma funcao

estritamente crescente.
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Fig. 13: injetora e sobrejetora. Fig. 14: nao injetora e nao sobrejetora

E F E F

Fig. 15: nao injetora e sobrejetora. Fig. 16: injetora e nao sobrejetora

Seja x1, x5 € [0,1] tais que f(z1) = f(x2). Entao:
201 +1 =220+ 1 = 2201 =229 = 21 = T9

Portanto, f é injetiva no intervalo [0, 1]. O
A
f@) =20z +2 -3
3 i
2.5t
2 €

1.5+

1 y
0.5 +

I.\

05 1 15 2 25 3

Fig. 17: Gréfico da funcao f(x) = 2|z + 2| — 3, com destaque no intervalo z € [0, 1].

Ezxemplo 3.9. Vamos retomar a aplicacao do exemplo 3.3.

e injetividade: Sejam (i1, j1) € E X E e (is,j2) € E x E, onde (i1,j1) # (i1,71), entdo é
claro que f(i1,j1) # f(i2; J2)-

19



e sobrejetividade: Notemos que Vk € F', exite um par (i,j) € E x E tao que f(i,7) = k,
ou seja 1L + j = k, que é dado por

i= EJ . j=k (mod L) (20)

pelo tanto, a aplicacao também é sobrejetora.

e bijectividade: A aplicacao é bijetora, pois é injetora e sobrejetora.

3.2 Superposicao de aplicagoes

Defini¢ao 3.6 (Composicao de fungoes). Sejam f: F — Feg: F — G. Como f(F) C F, a
cada elemento f(z) € f(E) C F, a aplicagao ¢ associa um elemento g(f(x)) € G. Dessa forma,
utilizando a regra go f, cada x € E é associado a um elemento (go f)(z) = g(f(z)) € G. Assim,
define-se uma nova aplica¢ao (ou funcdo), denominada composicdo, superposicao de aplicagoes
ou aplicag¢do composta.

Definicao 3.7. Seja f : E — F uma aplicacao bijetiva. Como f é bijetiva, para todo y € F,
existe um tinico x € E tal que f(x) = y. Denotamos esse elemento por f~(y), isto é, f~1(y) =
x. Assim, define-se a aplicacao f~!: F — FE, denominada aplicacdo inversa ou funcdo inversa
de f.

Evidentemente, a aplicacao f ¢ inversa da aplicacao f~!. Por isso, diz-se que as aplicacoes
f e f~! sao reciprocamente inversas. Para essas aplicacoes, valem as seguintes relacoes:

f(' W) =y, VyerF; (21)
U f(x) =z, VeeE. (22)

Ezxemplo 3.10. Vamos retomar a aplicacao dos exemplos 3.3 e 3.9. E claro que ela possui
inversa, pois é bijetora. Dado um indice k € F, a aplicagio inversa f~! retorna o par (i,7) tal

e F k) = (EJ ) mod L) |

Ezemplo 3.11. Nao é dificil ver que f~'(f(i,7)) = (i,7). De fato, temos f(i,7) = iL + j, com
k
(i,j) e ExX E e f7(k) = (LEJ , k mod L), com k € F. Entao:

iL+

ity = i) - (|

22 ]

A 1ultima igualdade é valida porque 0 < j < L — 1, ou seja, % < 1, e portanto a parte inteira

J, (z’L+j)modL).

Temos que:

de 7 + J é i. Para a segunda componente, temos que (iL + j) mod L = j', pois iL é miiltiplo
de Lej< L.

!Formalmente, podemos utilizar a seguinte propriedade: (a + b) mod m = [a mod m + b mod m] mod m.
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Teorema 3.1. Sejam f: E — F e g: FF — G duas aplicagdes. Demonstrar que:
(a) Se f e g sao sobrejetoras, entdo g o f é sobrejetora.
(b) Se f e g sao injetoras, entao g o f é injectora.

Demonstracao. (a) Conhecemos que f(E) = F e g(F) = G, entao, g(f(E)) = g(F) = G.
(b) Sejam z1, x5 € E, entao se g(f(x1)) = g(f(z2)) = f(z1) = f(x2), dado que g é injetora,
mas f também é injetora, entao x; = x5. De modo que g o f é injetora. [

Teorema 3.2. Sejam f: X =Y, g:Y — Z duas aplicacoes, e C' C Z. Prove que

(go ) HC) = f(g7H(O)).

Demonstragdo. Seja que z € (go f)~!(C'), entao teremos que existe y € C' tal que y = g(f(z)).
Como g(f(x)) € C teremos que f(x) € g~(C), entao teremos que z € f~!(g71(C)), ou seja,
queda mostrada a inclusao

(go f)~HC) C fH(g7(C)).

Agora vamos supor que z € f~Hg HC)) = f(z) € ¢ C) = g(f(z)) € C, o que é
equivalente a (g o f)(z) € C, de modo que = € (g o f)~!(C), pelo tanto queda mostrada a
inclusao

(9o £)7HC) D f7HgH(O)).
Utilizando as inclusoes anteriores é claro que (go f)~HC) = [~ (g~ 1(CO)). O

Teorema 3.3. Sejam A, B, C' conjuntos e sejam
f:A—=-B, ¢g:A—B, h:B—C
aplicagoes. Suponha que h é injetora e que ho f = h o g. Entao, f = g.

Demonstracao. Notemos primeiro que f e g sao ambas aplicagoes de A em B. Como hof = hog,
entdo h(f(x)) = h(g(x)) Yo € A, agora como h é injetora, teremos que f(z) = g(z), ou seja
que f =g. n

Teorema 3.4. A composicao de aplicagoes obedece a uma lei de associatividade. Isso é, se
h:U—=V,g: V=W, f:W — T, sao trés aplicacoes, entao

folgoh)=(fog)oh.
Demonstracao. Notemos que, para qualquer x € U teremos
(folgoh))(z) = f((goh)(x)) = flg(h(x))) = (feg)(h(z)) = ((feg)oh)z),
entao, é evidente que fo(goh)=(fog)oh. O

Teorema 3.5. Se X é um conjunto finito, e a transformacao f : X — X é injetiva, entao é
bijetiva.

Demonstracao. S6 é necessario mostrar que f é sobrejetora, ou seja, que para qualquer elemento
x € X é possivel achar um 2’ tal que f(2') = z. Seja

f(k)(x)E(fofo---of)(x):f(f(k_l)(x)), k2071’27"' (23)

Como X é finito, a sequéncia { f*)(x)}ren eventualmente apresentars repeticoes. Suponha que,
para certos inteiros m > n > 0, temos f(™(z) = f™(z).

21



Sen > 0, entdo aplicando f a ambos os lados da igualdade f™~(z) = =Y (z) e utilizando
a injetividade de f, obtemos:

P @) = F(F"7 (@) = f 70 (@) = 70 (@),
Repetindo esse argumento um ntmero suficiente de vezes, concluimos que:
Fm(z) = 2,
Ou seja, r pertence a um ciclo da funcdo f. Se tomarmos 2’ = ™"~ (z), entdo:

f@) = fOfm () = f) () = .

Portanto, existe 2’ € X tal que f(2') = x.
[

Definicao 3.8. Sejam ¢ : Q@ — X e ¢ : Q — Y, e suponha-se que, pelo menos uma dessas
aplicacoes — por exemplo, ¢ — seja bijetiva. Nesse caso, existe a aplicacao inversa =1 : X — Q
e, portanto, é possivel definir a aplicacdo composta o ™1 : X — Y.

Diz-se que uma aplicacao definida dessa forma é dada parametricamente por meio das
aplicacoes p : Q@ — X e ¢ : 0 — Y. A varidvel correspondente ao conjunto {2 é chamada de
parametro.

FExemplo 3.12. Escreva as expressoes explicitas das funcoes dadas em forma paramétrica:
(a) z =acos(t), y=uasin(t), 0<t<m;
(b) x =acos(t), y=uasin(t), 7m<t<27 (a>0).

Solugio:  (a) A fungao t — asin(f), com t € [0,7], é uma bijegdo de [0,7] em [0,a], e
a funcdo t — acos(t) é uma bijeco de [0,7] em [—a,a]. Assim, para cada =z € [—a,al,
da igualdade x = acos(t) pode-se determinar unicamente o parametro ¢ = arccos (f com

a
t € [0, 7]. Substituindo esse valor em y, temos:

) x T x?
Y = asin <arccos (—)) =qa4/1 — cos? <arccos (—)) =ar/1— —-
a a a
Ou seja, a funcao explicita correspondente é:
y=Vva?—2% z¢€l—a,al.

(b) Sejat =7+ 7. Se 7 € [0,7], entao t € [m,27]. Nesse caso, a expressao de = torna-se
x = acos(m+7) = —acos(T). A fungdo 7 — —acos(7) é uma bijegao de [0, 7] em [—a,al, de

x x o
modo que, para cada x € [—a,al, temos T = arccos (——) = T — arccos (—) Substituindo em
a a

y = asin(t) = asin(r + 7) = —asin(7), obtemos:

. x ) T x
Yy = —asin <7r — arccos (—)) = —asin (arccos (—)) =—a\/1l—-—.
a a a

Portanto, a fungao explicita correspondente é:

y=—Va*—1% 1x€l|—a,a]
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Definicao 3.9. Vamos supor que, num conjunto G = X x Y ¢é definida uma aplicacao F : G —
A, onde A contém o elemento neutro. Além disso, suponhamos que existem conjuntos £ C X,
B C Y tais que Vz € FE fixo, a equacao f(z,y) = 0 tem uma solugao tnica y € B. Neste caso,
no conjunto E pode ser definida uma aplicacao f : E — B que a todo x € F corresponda
aquele valor y € B que, para todo x dado, seja a solu¢ao da equagao F(z,y) = 0.

No que diz respeito a aplicacao y = f(z), x € E, y € B, que acabamos de definir, diz-se
que ela é dada implicitamente por meio da equagao F(x,y) = 0.

3 5w

Ezemplo 3.13. Achar a expressao explicita da funcao f : [, 5] — [47, 57| definida implicita-

mente pela igualdade

ﬁm@—amw:o,xe[—ugy y € [4r, 57,

Solugdo: Como Va € [2F, 2] fixo tem-se que sin(z) = ¢, ¢ € [—1,1], entdo a defini¢ao implicita

equivale a equacao cos(y) = ¢, que no segmento [47, 57| tem solugao tnica. De modo que fica
3 5w

evidente a existéncia da funcao f: [, 5] — [47, 57].

Para escrever a expressao para f vamos transformar a igualdade
. . m
sin(x) — sin <§ — y) =0,

x__
2sin + cos| —=—— 1] =0.

Entao, igualando com cero cada fator, obtemos que

y:x—g—i—le, keZ,

y:—x+g+2k7r, k e Z.

Vejamos que na primeira solucao, com a condicao x € [37”, 57”] teremos que y € [(2k +
m, (2k + 2)7] ¢ [47,57] VEk € Z, ou scja, y = x — 5 + 2km nao é um valor da fungao
f para nenhum k£ € Z. No caso da segunda solugao, da condi¢ao x € [37“, %’T] temos que
y € [(2k — 2)m, (2k — 1)7] C [4m, 57| se k = 3. Entao para esse valor de k, e, utilizando a
segunda solugao, obtemos a expressao explicita da fungao f:

n 137 3m 5
=—r4+—, =z —,—.
Y 2 2772
O

Definicao 3.10. Uma aplicacao f : E — F'é denominada prolonga¢ao da aplicagao g : D — F,
e g é chamada restricio da aplicagdo f se E D D e f(x) = g(x) Vx € D.

Definicao 3.11. E denominado grdfico de uma aplicacao f : £ — F ao conjunto
G={(z,f(z)):xz € EN f(z) € F}. (24)

Evidentemente, G C E x F.
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3.3 Exercicios

FExemplo 3.14. Demonstrar quese f: E — F e AC E, B C E, entao ¢ verificada a igualdade
f(AUB) = f(A)U f(B).

Solugao: Pela defini¢ao 3.3 temos que
f(AUB) ={f(x):x € AU B}.

Seja f(x) € f(AU B), entao x € AU B, ou seja, x € AV z € B. Pelo anterior temos que
f(z) € f(A)V f(x) € f(B), o que implica que f(x) € f(A)U f(B). De modo que a inclusao
f(AUB) C f(A)U f(B) é mostrada.

Agora, vamos considerar que f(x) € f(A) U f(B), entdao f(x) € f(A)V f(z) € f(B), de
modo que z € AV x € B, ou seja x € AU B, pelo que podemos afirmar que f(z) € f(AU B)
e f(AUB) > [(A) U f(B).

Finalmente, utilizando as duas inclusoes, obtemos a igualdade desejada. [
FExemplo 3.15. Demonstrar quese f : E — Fe A C F, B C F, entao verificam-se as igualdades
(a) fTHANB) = f~1(A)n f7(B);
(b) fHA\B) = fTHAN\fH(B);
(c) fTH(AUB) = fTHA) U fH(B).

Solugdo: (a) Dado x € f~'(AN B), entdo f(z) € AN B, ou seja, f(x) € AN f(x) € B.
Pelo anterior, temos que z € f~1(A) Az € f~1(B), ou seja, que = € f~1(A) N f~1(B). Deste
modo, temos a inclusao f~'(ANB) C f~'(A) N f~}(B). Para demonstrar a inclusao inversa,
vamos supor que x € fH(A)N f7YB). Assim temos, v € [~} A) Az € f~YB), de onde
f(x) € AN f(z) € B, pelo qual f(x) € ANBe f(z) € f~(ANB). Finalmente temos mostrado
que f7H(ANB) D f~Y(A)Nf~Y(B), e, conjuntamente com a primeira inclusao, queda mostrada
a igualdade.

(b) Seja z € f~1(A\B), entao f(z) € A\B, ou seja, f(z) € AN f(z) € B. Pelo anterior
temos que x € f~YA) Az & f~1(B), e, pelo tanto z € f~1(A)\f~!(B). Deste modo temos a
inclusao f~1(A\B) C f~Y(A)\f1(B). Agora, temos que se z € f~'(A)\f~}(B), entao é claro
que z € f7YA)Ax & fY(B), de onde f(z) € AN f(z) € B, ou seja, f(x) € A\B, finalmente
temos que x € f~}(A\B), de onde mostramos a inclusio f~1(A\B) D> f~Y(A)\f1(B). Pelas
duas inclusoes, podemos assegurar a igualdade.

(c) Se z € f7Y (AU B), entao f(z) € AU B. Pelo tanto, f(z) € AV f(z) € B, o que indica
que x € f[7Y(A) V€ f1(B), ousejax € fT(A)U f~}(B), de modo que temos a inclusao
Y AUB) C fTY(A)Uf(B). Seagorax € f~HA)UfY(B),entaoz € f1(A)vx € f(B)
e pelo tanto, f(z) € AV f(x) € B, oubem f(z) € AUB, de onde x € f~*(AU B). Finalmente
obtemos a segunda inclusao f~'(AU B) D f~'(A) U f~'(B), o que termina demonstrando a
igualdade. O

Exemplo 3.16. Seja f : E — F, e seja P uma familia de subconjuntos do conjunto £, e () uma
familia de subconjuntos do conjunto F'. Designemos:

f(P)={f(A)eQ:AeP}, [fHQ={f"(B)eP:BeQ}
Demonstrar que:

(a) Se @ é um anel, também f~(Q) é um anel;
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(b) Se P é um anel f(P) nao é necessariamente também um anel.

Solugdo: (a) Se @ é um anel, entdo By € ), By € () implica que B; U By, € Q, B1 N By € Q,
e B1\Bs € Q. Pelo tanto, utilizando o exemplo 3.15, teremos que

FHBYUF By =1 (B1UBy) € f1(Q),

FHB)N By =1 (BiNBy) € f1(Q),
STHB)\STH(Be) = [TH(Bi\By) € [H(Q),

ou seja, temos que f~1(Q) é um anel.
(b) Neste casso vamos achar um contraexemplo. Dado E = {a,b,c,d}, F = {da',V/,d'},

fla)=d, f(b) = f(c) =V, f(d) =d'. A familia
P ={{a,b,c,d},{a,b}, {c,d},0},
é um anel, mas f({a,b})\f({c,d}) = {a, V}P\{V,d'} = {a'} & f(P), ou seja, f(P) nao é

anel. O

Exemplo 3.17. Qual das fungoes f : [0,1] — [0, 3] seguintes:

Solugao:  (a) Dado que para qualquer y € [0,3], a equacao y = 3sin(%) tem uma solugao

tnica x = 2 arcsin (%) no segmento [0, 1], a funcéo = ~— 3sin (%) ¢ bijetiva (ver Fig. 18-a).

(b) Sejaﬂy € [0,1]. Entao, a equagao

T
y = tan 1

4
tem solugao unica x = — arctan(y), no segmento [0, 1], sempre que y € [0, 1]. Quando y €]1, 3],
a equagao nao tem solugao em [0, 1]. Entao, Vz € [0, 3] a equagao tem ndo mais de uma solugao

x
x € [0, 1], ou seja, a fungao x — tan %) é injetora (ver Fig. 18-b).

(c) Se y € [0,3], a equacdo y = 3" tem nao mais de uma solucao = € [0,1]. Sey € [1,3] a
solugdo é = = logs(y); para y € [0, 1] ndo temos solugoes. Entao z +— 3% é injectora (ver Fig.
18-¢)

1\? 11 11
(d) Da equagao y = 12 (x — 5) com y € [0, 3], teremos que x1 = 5—5\/% ZR 5\/%
1

Se 0 < 0 < 3, as duas raizes estao em |0, 1]; se y = 0, as duas raizes coincidem x; = xy = 5 e
2
estao em [0, 1]. Entao, Vy € [0,3] a equacao y = 12 ( = — 5 tem pelo menos uma solucao em

[0, 1], o que indica que a funcdo é sobrejetora (ver Fig. 18-d)
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(e) A equagao y =3 — — (x — —> tem as seguintes solugoes:

xl:i_}l 9 — 3y, §§y§3 em [O,ﬂ
$2—1+1 9-3y, 0<y<3 em F,l}
4 4 - 4
De modo que, Yy € [0, 3] existem uma o duas pré-imagens, pelo qual a fungao é sobrejetiva (ver
Fig. 18-e). m
, () = tan (%) S =3
2.5 | 2.5 |
2 2t
1.5 ¢ 1.5 ¢
1 1
0.5 | 0.5+
Lz Lz N
051152253 051 152 253 051152 253

(a) (b) ()

x\

05 1 1.5 2 25 3 05 1 1.5 2 2.5 3
(d) (e)
Fig. 18: Graficas de funciones f : [0, 1] — [0, 3]

Ezemplo 5.18. Seja a fungao f(z) = tan (z), com 2 < x < 2&. Achei a fungao inversa.

3T 57w
2702

Pelo tanto, Yy € R a equacao y = tan(z)

Solucao: Vamos mostrar que a funcao dada é uma blje(;ao f ]2, 22— R. Com este fim,

™
5

tem a forma y = tan(7), com 7 €] — 7, 7[, de onde 7 = arctan(y). Levando em conta que
]3%, 22[, ou seja, a bijecao

xr = 27+, temos que x = 27 +arctan(y); além, se y € R teremos = €
da funcao queda estabelecida. Dado que a todo y € R corresponde um valor tnico x 6]37”, 57”[,

a funcdo inversa f~' : R —]3% 57[ & determinada pela correspondéncia y + 27 + arctan(z),

272
comxe]%’r,%’r[. O

T
vamos designar x = 27 + 7, com —— < T <
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4 Conjuntos Finitos

Definigao 4.1. Diz-se que dois conjuntos sao equivalentes quando existe uma correspondéncia
biunivoca entre eles. Se os conjuntos A e B sao equivalentes, escrevemos A ~ B; caso contrario,
escrevemos A ¢ B.

As relacoes de equivaléncia entre conjuntos possuem as seguintes propriedades:
1. Reflexividade: Todo conjunto é equivalente a si mesmo, ou seja, A ~ A.

2. Simetria: Se A ~ B, entao B ~ A.

3. Transitividade: Se A~ Be B~ C, entao A ~ C.

Se A ~ B, diz-se que os conjuntos A e B tém igual poténcia.
Se A « B, mas existe um subconjunto B; C B tal que A ~ By, entao diz-se que o conjunto
A tem poténcia menor que o conjunto B.

Definigao 4.2. Um conjunto A # () é chamado finito se existe um nimero n € N tal que
A~A{1,23,...,n}.

Nesse caso, costuma-se dizer que o conjunto A contém n elementos ou que ele tem poténcia n,
e escreve-se |A| = n.

O conjunto vazio () também é considerado finito, e sua poténcia é tomada igual a zero, ou
seja, |0] = 0.

Definigao 4.3. Um conjunto que nao ¢ finito é chamado infinito.

Definicao 4.4. Dizemos que um conjunto A é numerdvel se A ~ N. Dizemos que o conjunto
numeravel tem poténcia numerdvel.
Se o conjunto ¢ finito e numeravel, diz-se simplesmente que ele é numerdvel.

Definicao 4.5. Diz-se que um conjunto é incontavel se ele tem poténcia maior do que a do
conjunto N.

Teorema 4.1 (Teorema de Cantor). Sao verdadeiras as proposigoes seguintes:
1. O conjunto de todos os ntimeros racionais é numeravel.
2. O conjunto de todos os nimeros reais é incontavel.
Lema 4.1. Sejam A e B conjuntos finitos e disjuntos. Entao, A U B ¢ finito e satisfaz
|AUB| = |A| + |B]. (25)

Demonstragao. Sejam A e B conjuntos tais que AN B = ) e ambos finitos |A| < oo e |B| < 0.
Pela definicao 4.2, existem bijegoes

f:A={1,2,...,|Al},

(26)
g:B—{1,2,...,|B|}.
Como AN B =, podemos definir a aplicagdo h: AUB — {1,2,...,|A| + |B|} com
f(z); reA
h(x) = (27)

Al +g(x); z€B

onde, sem perda de generalidade, vamos considerar |A| < |B|. Mostremos que h é uma bije¢ao
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1. Injetividade: Sejam x,y € AU B tais que h(x) = h(y). Analisamos os casos:

a) Se x,y € A, entdo temos que f(z) = f(y) =z =

b) Se z,y € B, entdao temos que |A| + g(z) = |A] + (y) = g(z) =9g(y) =z =v.
c) Sex € Aey € B, entdao h(z) = f(x) < |A] e h(y) = |A] + g(z) > |A], logo
h(z) # f(y).

2. Sobrejetividade: Seja m € {1,2,...,|A|+ |B|}
a) Se 1 <m < |A|, existe x € A tal que f(z) = m. Assim, h(z) = m.
b) Se |A] < m < |B|, existe y € B tal que g(y) = m — |A|. Logo, h(y) =

Pelo tanto, h é bijetora entre AUB e {1,2,...,|A|+|B|}, de modo que AUB ~ {1,2,...,|A|+
|B|}. Como consequéncia, AU B é finito. Entao é claro que |AU B| = |A| + | B] O

Exemplo 4.1. Seja J um conjunto finito, e A C J. conhecemos que AN C;(A) = (), entao pelo
lema 4.1 teremos que |J| = [A| + |C;(A)].

Exemplo 4.2. Sejam um par de conjuntos A e B, é claro que os conjuntos A N B e A\B
sao disjuntos, além de que A = (AN B) U (A\B), entdo, pelo lema 4.1 obtemos que |A| =
|AN B|+ |A\B].

4.1 Principio da Inclusao-Exclusao

Teorema 4.2 (Principio de Inclusdo-Exclusao). Sejam A e B dois conjuntos finitos quaisquer.

Entao
|AU B| = |A| +|B| — |AN B|. (28)

Demonstrag¢ao. Vamos considerar as decomposicoes

A=(ANB)U(A\B), B=(BnA)U(B\A). (29)
Pelo lema 4.1 teremos que

|A| = |ANB|+ |A\B|, |B|=|BnA|+|B\A| (30)
Agora é claro que

AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A)U(BNA)
=(A\B)U (B\A)U(ANB)U(BNA) (31)
= (A\B)U (B\A) U (AN B).

Onde na primeira igualdade utilizamos a propriedade comutativa da uniao, e na segunda igual-
dade utilizamos a idempoténcia de AN B. Como os conjuntos A\ B, B\A e AN B sao disjuntos

dois a dois, é claro que
|AU B| = |A\B| + |B\A| + |AN B|. (32)

Agora somando as equagoes (30), resulta
|A| +|B| = |[A\B| + |B\A| +2|AN B|. (33)
Finalmente subtraindo (32) e (33) obtemos

|JAUB| — |A] - |B| = —|ANB| = |[AUB| = |A| + |B| — |AN B|. (34)
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4.1.1 Generalizagao do Principio

Sejam Aq, A, ..., A, conjuntos finitos. Entao:
Uil =Y 14— > JAnAl+ D JANANA]— 4+ (=1)" Al
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n i=1

Demonstragcao. Vamos utilizar o principio de indugao:

1. base da inducao: Para n = 1, temos:

1

U

i=1

= |A1|7

2. passo indutivo:

Suponha que a férmula é valida para n = k. Isto é, suponha que:

U

i=1

k

=D (=1 Y A NN AL

s=1 1<y < <ig<k

Queremos mostrar que a férmula também vale para k + 1. Note que:

k k
= ‘ (U Ai) U Aps1 + | Apgr| — ‘ <U Ai) N Apa

=1 =1

k

U

=1

k+1

U
=1

. Resta analisar:

Pelo passo indutivo, sabemos o valor de ‘Ule A;

(81)~

i=1

k

U(Ai N Agy1)

i=1

Como cada A; N Agyq é subconjunto finito, podemos aplicar a hipétese de indugao a essa
nova uniao de k£ conjuntos:

k

U(Ai N Ags1)

i=1

k

=D (=1 T A NN AL N A

s=1 1<i1 < <is<k

Substituindo todos os termos, obtemos a férmula desejada para k + 1, o que conclui a
inducao.

O
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